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ASIGNATURA: ELEMENTOS DE MATEMATICA

Coordinador A/C: Lic. Miguel Angel Martinez

1. FUNDAMENTACION Y JUSTIFICACION

Son bien conocidas las deficiencias con que los alumnos egresan de la escuela media en el
area matematica. No nos vamos a detener en las multiples causas a las cuales responde,
sino a tratar de paliar dentro del tiempo disponible el inconveniente que esto origina en la
prosecucion de estudios superiores. Por eso, entre los objetivos que se plantea el curso de
nivelacion se destaca primordialmente que los alumnos aspirantes a ingresar a la Facultad
de Ciencias Econdomicas de la UNLZ adquieran un conjunto bésico de habilidades
intelectuales y de saberes especificos indispensables para poder abordar los estudios
matematicos propios de la carrera que piensan iniciar.

2. UBICACION DE LA ASIGNATURA DENTRO DEL PLAN DE ESTUDIOS

La asignatura Elementos de Matematica constituye el primer espacio curricular del area
matematica de las carreras de Contador Publico y Licenciatura en Administracion, siendo el
nexo entre la ensefianza media y la universidad en cuanto a temas y habilidades especificas
del conocimiento matematico. Es la introduccién indispensable en la modificacion de
técnicas de estudio y rutinas de abordaje para el desarrollo de las materias especificas del
espacio correspondiente, expandiéndose en cuanto a deduccion y razonamiento a otras
disciplinas de las carreras a las cuales los estudiantes aspiran a ingresar.

3. OBJETIVOS GENERALES

Dentro de las limitaciones que plantea el acotamiento temporal, podemos citar los objetivos
generales que se pretenden alcanzar con el curso.

e Valorizar la Matematica como herramienta del pensamiento logico-deductivo.
Reconocer el papel que desempena en la formacion del profesional de las Ciencias
Econdmicas.

Descubrir los valores estéticos que tienen los objetos matematicos.

Comprender la armonia que tiene el edificio matematico.

Descubrir la metodologia de estudio adecuada para la disciplina.

Enfrentar los problemas como desafios al intelecto y la razon.

Disfrutar con la resolucion de problemas.
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4. CONTENIDOS MINIMOS

e Conocer los conectivos ldgicos, su representacion y utilizacion en Matematica.

e Conocer los diferentes conjuntos numéricos y las propiedades de las operaciones
definidas en los mismos.

e Operar con subconjuntos de reales y con intervalos definidos por inecuaciones, con

o sin modulo.

Incorporar los conceptos fundamentales del Algebra elemental.

Saber definir dichos conceptos en forma coloquial y simbolica.

Operar con las expresiones algebraicas enteras.

Factorizar un polinomio lo mas posible en los reales.

Operar con las expresiones algebraicas fraccionarias.

Fundamentar los pasos que permiten resolver ecuaciones enteras y fraccionarias con

una incognita.

Hallar la solucion de sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas.

Representar y obtener funciones lineales.

e Obtener la solucion de sistemas de ecuaciones mixtos con dos incognitas.

5. PROGRAMA ANALITICO DE LA MATERIA
Las unidades en las cuales podemos dividir el desarrollo del curso son:
UNIDAD 1

Conjuntos de niimeros naturales, enteros, racionales y reales. Causas de ampliacion de los
diferentes conjuntos. Numeros decimales racionales e irracionales. Operaciones y
propiedades con el significado de las mismas. Intervalos de reales. Definiciones y
representacion.

UNIDAD 2

Ecuaciones en R de grado uno. Propiedades. Inecuaciones en R. Propiedades. Modulo:
definicion y propiedades. Ecuaciones e inecuaciones con modulo.

UNIDAD 3

Expresiones algebraicas enteras: monomios y polinomios. Conceptos. Grado. Polinomio
homogéneo. Polinomio completo y ordenado. Operaciones con polinomios: suma, resta,
multiplicacién y division. Division por coeficientes separados. Regla de Ruffini. Teorema
del resto.

Ceros de un polinomio. Factorizacion conociendo los ceros. Teorema de Gauss. Factor
comun y factor comiin en grupos. Cuadrado de un binomio y trinomio cuadrado perfecto.
Cubo de un binomio y cuatrinomio cubo perfecto. Diferencia de cuadrados. Binomio
homogéneo.



UNIDAD 4

Fracciones algebraicas. Simplificacion. Minimo comun miultiplo de monomios y
polinomios. Suma y resta de fracciones algebraicas. Multiplicacion y division de las
mismas.

Ecuaciones con una incégnita. Diferencia con identidades. Conjunto solucién. Ecuaciones
equivalentes. Propiedades de las ecuaciones. Ecuaciones enteras y fraccionarias. Grado de
una ecuacion. Ecuaciones de grado uno con una incognita. Ecuaciones de segundo grado.
Resolucion factorizando. Formula.

UNIDAD 5

Sistemas de ecuaciones con dos incognitas. Sistemas lineales. Diferentes métodos de
resolucion. Representacion grafica. Sistemas mixtos de grado uno y dos.

6. BIBLIOGRAFIA

El material bibliogréafico basico utilizado en el desarrollo de las clases es el apunte editado
en la Facultad de “Elementos de Matematica™, realizado por Omar Levisman, el cual va
acompafiado de una “Guia de Trabajos Practicos”™.

El mismo contiene una sintesis de definiciones y propiedades que el alumno debe
obligatoriamente incorporar antes y durante el dictado de clases.

Como bibliografia complementaria se sugieren los textos que los alumnos poseen de la
ensefianza media, sin especificar ninguno en particular por dos motivos: 1. ninguno se
adapta totalmente a los requerimientos del curso; 2. evitar costos innecesarios.

7. CRITERIOS METODOLOGICOS

Es importante en el desarrollo de las clases hacer hincapié¢ en la adquisicion por parte del
alumnado de los conceptos teoricos de la Matematica. El alumno debe conocer los objetos
con los cuales opera, reconocerlos por sus caracteristicas y transformarlos en base a las
propiedades que poseen. Esto requiere por parte de los docentes un trabajo de
reconstrucciéon y en otros casos de construccion de conocimientos deficientemente
adquiridos o no desarrollados en ¢l paso de los alumnos por la ensefianza media. Asimismo
el alumnado debe replantearse la metodologia de estudio de la materia, comenzando por
una incorporacion adecuada y precisa de los términos y simbolos que definen a los objetos
matematicos con los cuales opera, de sus caracteristicas definitorias, de las propiedades que
poseen y de las relaciones que los vinculan. Posteriormente se puede hacer uso de estos
entes matematicos para operar con los mismos, nombrando las propiedades en las cuales se
basa cada transformacion realizada.

Para alcanzar los objetivos propuestos se requiere un trabajo intensivo por parte de los
docentes en el aula, asi como una concentracion y voluntad de aprehension por parte de los
alumnos. Estos ultimos deben completar la comprension y fijacion de los conocimientos



con la tarea que se proponga en el “campus virtual” y toda la que consideren necesaria
utilizando libros y apuntes.

8. CRITERIOS E INSTRUMENTOS DE EVALUACION

Se realiza una evaluacion continua por medio del interrogatorio dirigido en forma
individual a los alumnos en cada clase. Es una metodologia de trabajo para que los alumnos
descubran falencias tedricas mal o deficientemente incorporadas. Esto obliga a una
participacién activa del alumnado en las clases y al descubrimiento de errores que al ser
asumidos como tales permite su correccion. Los errores se socializan y permiten por el
analisis grupal, conducido por el docente, hacer una nueva construccion correcta.

Para medir el rendimiento del curso se realiza en el altimo encuentro una evaluacion escrita
con respuestas multiples, la cual se califica y permite al alumno tener una medida
aproximada del nivel de conocimientos en que se encuentra para iniciar el curso de
Matematica 1., y al docente la efectividad de las clases dictadas.



PALABRAS PREVIAS

Este trabajo esta dirigido a los estudiantes que se incorporan a la ensefianza
universitaria de la Facultad de Ciencias Economicas de la UN.L.Z. referente al drea
Matematica. El objetivo del mismo es presentar en forma resumida algunos conceptos,
definiciones y propiedades de temas que se desarrollan normalmente en la ensefianza
media, con la finalidad de repasarlos y en algunos casos ampliarlos. De esta forma las
aultoridades de esta casa de estudios y los docentes esperamos mejorar la preparacion
de los estudiantes que ingresan para gue puedan cursar las materias de la carrera,
alcanzando con éxito los objetivos planteados en las mismas. Al mismo tiempo nivelar
el caudal de conocimientos con que cuentan los alumnos y de esta forma ayudar a
aquellos que por diversas causas han tenido una formacion incompleta al egresar de la
escuela media. En esta tarea fundamental estamos involucrados docentes y alumnos.
Cabe a estos ultimos encarar las trabajos y actividades propuestas por los primeros
con entusiasmo, seriedad y responsabilidad. En el nivel universitario la autodisciplina
en el estudio y adquisicion de habilidades por los alumnos, es de primordial
importancia en la formacion de los futuros profesionales.

En el drea de la Matemdtica sabemos que existen muchas dificultades en la
incorporacion de conocimientos. Cuando el estudiante ha puesto trabajo y esfuerzo de
su parte por aprender y los objetivos no se han logrado, debe replantearse la
meltodologia de estudio que ha utilizado en esta disciplina.

Nuestra experiencia sefiala que gran parte de las dificultades que se originan al
estudiar Matemdatica, al abordar la resolucion de problemas y ejercicios, de los errores
que se cometen, tienen como causa una deficiente comprension del lenguaje v
conceplos puestos en juego. Esto revela que los estudiantes no prestan la debida
atencion a lo que podemos denominar como “teoria” de la materia. En general dedican
gran parte de su esfuerzo a adquirir métodos mecanicos para resolver cierto tipo de
problemas, sin comprender que es lo que realmente estan realizando. Esto trae
aparejado que ante pequerias modificaciones en los problemas no encuentran la forma
de abordar la resolucion de los mismos. El objetivo de la asignatura es desarrollar el
pensamiento abstracto y aprender a relacionar diferentes métodos de resolucion de
problemas y seleccionar el mas adecuado para cada situacion. Esto es posible cuando
se comprenden con claridad cada una de las herramientas matemdticas de que se
dispone y que propiedades tienen las mismas.

Cuando se practica la ejercitacion es aconsejable comenzar con ejercicios o problemas
cuya resolucion se hizo en clase o se incluye en los lextos, comparando posteriormente
el estudiante la que efectiia con la correcta. De esta forma se detectan los errores que
se cometen y las interpreiaciones inadecuadas, los que de esta forma pueden ser
autocorregidos. Cumplida esta etapa se puede pasar a la resolucion de problemas y
ejercicios de los cuales se conoce o no la respuesta.

También hay que tener presente que la solucion hallada debe ser sometida a prueba o
verificacion. Esto permite detectar errores que se comelen accidentalmente y ante una
revision de la resolucion salvarlos. En la actividad profesional futura adquirir este
habito les puede evitar muchos dolores de cabeza.

El tiempo siempre resulta escaso para el dictado de la materia, por lo cual es
importante el tiempo extra que deben agregar de su parte, trabajando solos o en
equipo.

Son nuestros deseos que este trabajo y el pequefio curso encarado les sean de utilidad
para sus estudios futuros, y que al final del mismo se encuentren un escalon mds arriba

e



en sus conocimientos y habilidades. Agradeceremos nos hagan llegar, tanto los colegas
como los estudiantes, todas las sugerencias que crean convenientes para modificar o
agregar todo aquello que consideren adecuado para lograr un mejor alcance de los
objetivos propuestos.

Finalmente:

{BIENVENIDOS A LA FACULTAD Y MUCHOS EXITOS;
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Conjuntos numéricos

Naturales

El conjunto numérico basico es el de los nimeros naturales. Estd formado por los
numeros que inicialmente cre6 el ser humano y que constituyen los primeros que
aprendemos en la vida. Su evolucion hasta como los conocemos actualmente demando
varios milenios. Cada uno posee un nombre y un simbolo: 1 uno, 2 dos, 3 tres, etc. El
conjunto de todos ellos se representa con la letra N. Para escribir los elementos de un
conjunto los colocamos uno al lado de otro, separados por comas y encerrados entre
llaves

N= {234,556, 7891011 ... ]

Observar que cero no es un numero natural. Para representar la nada, lo vacio, demando
tiempo a la humanidad, y tampoco lo aprendemos cuando se ensefia a contar en nuestros
primeros afios de vida.

Cuando le agregamos a los naturales el cero, tenemos un nuevo conjunto que
denominamos Ny

No = NU{0} = {0,1,2,3,4,5,6,7,8.9,10,11,............ }

Recordemos que: € significa pertenece; ¢ significa no pertenece.
Ejemplos: 1eN ; 2/3 gN ; 0¢N ; 0eN,

Los naturales se utilizan para contar los elementos de un conjunto que sea finito o
infinito numerable.
Algunas propiedades del conjunto de naturales son:

Existen infinitos nimeros naturales.
Existe una relacion de orden natural que permite decidir, dados dos niimeros
naturales diferentes cualesquiera, cual es menor de los dos. Podemos ordenarlos
formando una cadena.
122« 3t <5 s
e Existe un primer numero natural
vxeN HleN /. 1<x (V significa para todo, cualquiera sea)
Todo namero natural tiene un siguiente (la barra / significa ral que)
si neN 3J(n+1)eN /[ n+1eselsiguiente den
e Todo nimero natural tiene un precedente, salvo 1 que es el primero
VneN—{l; J(n=1)eN / n—1esel precedente de n
e Entre dos naturales cualesquiera existe una cantidad finita de naturales. Si son
consecutivos no hay ningun natural entre ellos (esto se expresa diciendo que es
un conjunto discreto)

Operaciones en N,

Con los naturales se realizan operaciones binarias. Una operacion binaria en un
conjunto hace corresponder a todo par ordenado de elementos del conjunto, otro
elemento del conjunto que es el resultado de la operacion.

La primera es la adicién

1
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a+b=c cona,b, cnaturales, lamandose ay b sumandos y c suma
En una operacion binaria solamente se pueden componer los elementos de a pares.
Cuando se opera con varios numeros utilizando una operacion binaria determinada, se
debe indicar con paréntesis como se asocian de a dos. Si la forma en que se agrupan no
influye en el resultado, la operacion tiene la propiedad asociativa.
La forma simbdlica de expresar que la adicion es asociativa es:

VaeNy VbeNy VcelNy (a+ b)+ec=a+ {(b+tec)=a + bt+e

Otra propiedad de la adicion es la conmutativa. Alteramos el orden del par dado y
operamos de las dos formas posibles. Si se obtiene el mismo resultado cualquiera sea el
par que tomamos, la operacion tiene la propiedad conmutativa.

En simbolos VaeN, VbeN, a+b=b+a

Se expresa diciendo e/ orden de los sumandos no altera la suma.

En la operacion considerada puede que exista un elemento del conjunto que al operar
con cualquier otro del mismo conjunto ne modifica a este Gltimo. Cuando existe, se dice
que la operacion tiene elemento neutro. La propiedad se llama existencia de elemento
neutro.
En el conjunto Np ¢l cero desempefia el papel de elemento neutro de la adicion

A0eNy [/ VaeNy a+0=0+a=a

La operacion que se deriva de la adicion es la sustraccion la cual se define como sigue:
“restar a un nimero natural a otro b consiste en hallar un tercero ¢ tal que sumado al
segundo b de por resultado a.
acNy beNy, a-b=c talque ct+tb=a
donde a se llama minuendo, b sustraendo y ¢ diferencia.
14-6=8 pues 8+6=14
Pregunta:
. En Ny la sustraccion es siempre posible?.
Rta.:
No, el minuendo no puede ser menor que el sustraendo. Solo es posible la sustraccion
en Ny, cuando el minuendo es mayor o igual que el sustraendo. En simbolos
(a-b)eNy < a=>b (elsimbolo <> selee “siy solo si”y significa equivalencia ).

Enteros

Por esta limitacion se crearon otros nameros que se llaman enferos. El conjunto de los
mismos incluye a los elementos de N y al cero. Todo niimero entero distinto de cero
consta de dos partes: el signo y €l modulo o valor absoluto.
Este conjunto numérico se simboliza con Z.

Z=1{..-3;-2;-1;0,1;2;3;... }

Existen tres clases de nimeros enteros, los positivos, los negativos y el cero.

Z' =N enteros positivos ; Z° enteros negativos ; {0}
Como los enteros positivos son equivalentes a los naturales, los mismos se escriben
como naturales quedando el signo en forma tacita: +16=16

Modulo

N
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El moédulo se define de la siguiente forma.
[x]=x six=20 , |x|=-x six<0

Si el niimero es positivo o cero, el mddulo es igual a dicho namero. Si es negativo se le
cambia el signo, se toma el opuesto.
Por lo tanto el mddulo nunca es negativo: |x |20 VxeZ
Ejemplos:

| -8|=—(-8) =8 pues -8<0

| +16|=+16=16 pues 16>0

[0]=0 pues 0=0

Igualdad y desigualdad

Dos enteros son iguales cuando tienen el mismo signo e igual modulo. De dos enteros
de diferente signo es mayor el que es positivo. Si son los dos positivos es mayor el de
mayor modulo. Si ambos son negativos es mayor el de menor modulo.
El cero es menor que cualquier nimero positivo y mayor que cualquier nimero
negativo. Por lo tanto se escribe:

“X es positivo” simbolicamente x>0

“x es negativo” simbolicamente  x <0

*X no es positivo” simbdlicamente x <0

“X no es negativo” simbolicamente x > 0

Numeros opuestos

Dos nameros son opuestos cuando tienen igual modulo y diferente signo.
Ejemplos: -8 y 8
Cuando escribimos la variable x que representa a un entero, no podemos decir que el
mismo es positivo, negativo o cero, pues no sabemos que valor toma. Cuando ponemos
—x ocurre lo mismo. El signo menos significa que al valor que tenga x se lo debe
cambiar de signo. Por lo tanto —x representa al opuesto de x. Si x = —6 entonces —x = 6.
Todo entero tiene un opuesto que sumados da por resultado el neutro de la adicion, o
sea cero. Esta propiedad se llama existencia de opuesto 0 simétrico.
En simbolos se escribe

VxeZ Ix)eZ [/ x+(-x)=(-x)+x=0

Propiedades de la adicion en Z

En total la adicion en los enteros posee cuatro propiedades: asociativa, conmutativa,
existencia de neutro y existencia de opuesto.

Reglas de la adicion en Z

Las reglas para realizar la adicion de enteros son:
® La adicion de varios enteros todos del mismo signo da otro entero, cuyo signo
es el mismo de los sumandos y su médulo es la suma se los médulos de los
sumandos.
e La adicion de dos enteros de diferente signo da otro entero cuyo signo es igual
al signo del sumando de mayor médulo, y su médulo es la diferencia entre los
modulos de los sumandos.

o
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o Para sumar varios enteros de signos cualesquiera se aplican las propiedades
conmutativa y asociativa, agrupdndose los positivos por un lado y los negativos
por otro. Se obtiene la suma de cada grupo aplicando la regla primera.
Finalmente se llega a la suma de un negativo con un positivo que se resuelve
aplicando la segunda regla.

e Si aparecen opuesios se pueden suprimir pues su suma da cero. Esto se llama
simplificacion.

Ejemplos:

1) (-8)+(-25)+(-64)+(-12)=—(8+25+64+12)=-109

2)  (+34)+(+23)+(+17)+(+8) =+(34+23+17+8) = +82 =82
3) (-37)+(+53) =+(53-37)=+16=16

(
4)  (+85)+(-125)=—(125-85)=-40

(~8)+(+34) +(~19) +(-23)+(+43) = {(-8) +(-19) + (-23)} +{(+34)+(+43)} =

5)
= (-50) +(+77) =27

~32+234-67+56—-23-13+25=(234+56+25)—(32+67+23+73) =
=315-195=120

6)

Sustraccion en Z

La sustraccion de enteros se realiza transformandola en una adicion. Para ello se le
suma al minuendo el opuesto del sustraendo. Todo lo que esté restando se puede poner

sumando poniendo en su lugar el opuesto. Es decir: ~ x—y=x+(-y)
Ejemplos:

1) (~8)—(-43)=(-8)+(+43)=+(43-8)=35

2) (+15)=(-32) =(+15) + (+32) = +(15+32) = 47

3) (-26)=(+45)=(-26)+(~45) = ~(26 +45) = -7

4y (+63)—(+324) = (+63)+(-324) = (324~ 63) =261

Multiplicacion

La multiplicacion de naturales se define como un caso particular de la adicion. Esto
ocurre cuando todos los sumandos son iguales. Multiplicar un natural por otro equivale
a sumar tantos sumandos iguales a uno de ellos como lo indica el oiro.
Ejemplo: multiplicar 3 por 5 significa sumar 5 sumandos iguales a 3, o sumar 3
sumandos iguales a 5
3.5=5+5+5=15 6 3.5=3+3+343+3=15
En la practica se memorizan las multiplicaciones de los naturales menores o iguales a 9
(llamadas tablas de multiplicar) y se aplica el algoritmo de la multiplicacion en el
sistema de numeracion decimal. Los nimeros que intervienen en una multiplicacion se
llaman factores y el resultado producto. Esta operacion tiene las propiedades:
e Conmutativa: el orden de los factores no altera el producto.
VxeN VyeN xy=yx

4
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e Asociativa: para multiplicar varios naturales se los agrupa de a dos (la
multiplicacion es una operacion binaria) y la forma en que se los asocie no
modifica el resultado final.

VxeN VyeN VzeN (x.y).z =x.(y.z) =XY.Z=XyzZ

e Existencia de elemento neutro: existe el nimero natural 1 que multiplicado por
cualquier otro natural da por resultado este natural. EI 1 es el neutro de la
multiplicacion.

VxeN 3dleN [/ lx=xl=x
Cuando se combinan dos operaciones definidas en un conjunto, es necesario indicar
cual se realiza primero. Supongamos las operaciones representadas con los simbolos @
y *.Laexpresion x@y#*z es ambigua, pues no se sabe si efectuar primero @ y
luego * o al revés. Para indicar qué se realiza primero empleamos paréntesis o algo

equivalente, como corchetes o llaves. Si escribimos (x@ y) * z ¢ opera primero dentro
del paréntesis realizando @, y luego el resultado obtenido se opera con z de acuerdo a
la operacién*. Si en cambio la expresién es x@(y*z) calculamos primero y*z, vy

posteriormente se opera X con el resultado anterior, utilizando la operacion @ . Tener
siempre presente que no se cambia el orden en que se dan los nimeros, pues no se sabe
si las operaciones @ y # son conmutativas.

Cuando podemos alterar el orden dado de las operaciones, sin que se altere el
resultado, se dice que la segunda operacion (la que se realiza en segundo lugar) es
distributiva con respecto a la primera (la que esta encerrada entre paréntesis).

En simbolos:
(x®y)*z=(x*z)®(y*z) laoperacion * es distributiva con respectoa @ .

x®(y*z)=(x®y)*(x®z) laoperacion @ es distributiva con respecto a *.

Si ahora combinamos la multiplicacion con la adicion en el conjunto N tenemos estas
posibilidades:
(x+yp)*z  (primero + y luego *)
cambiamos el orden de realizacion (xez)+(ye*z) (primero *y luego +)
Cualesquiera sean los numeros naturales x,v,zambas expresiones dan lo mismo.
Luego la multiplicacién es distributiva con respecto a la adicién, o sea
(x+3)z = (x22)+(y+z)
Con un contragjemplo se puede ver que al revés no es valido, es decir la adicion no es
distributiva con respecto a la multiplicacion
(3.4)+5=(3+5).(4+5) yaque(3.4)+5=12+5=17 y (3+5).(4+5)=8.9="72
También la multiplicacion de naturales es distributiva con respecto a la sustraccion
(x—y).z = (x.z)—(y.z)

Para reducir la escritura de paréntesis, en Matematica se adopta una convencion.

Cuando no estdn indicadas con paréntesis que operaciones se efectuan primero e
intervienen sumas, restas, multiplicaciones y divisiones, se realizan primero las
multiplicaciones y divisiones, y posteriormente las sumas y restas.

Con esta convencion escribimos lo anterior de esta forma:
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(x+y)z=xz+yz (x-y)z=xz-yz
(observar que hay paréntesis que no se colocaron pero se sobreentienden)

Multiplicacion de enteros

El producto de dos enteros se define de forma tal que permanezcan en Z las mismas
propiedades de la multiplicacion que en N. Esto se expresa como permanencia de las
leyes formales.

El producto de dos enteros es otro entero. Luego tiene signo y modulo. El signo se
obtiene aplicando la llamada regla de los signos, la cual podemos enunciar diciendo que
si los dos factores son del mismo signo el producto es positivo, y si son de diferente
signo es negativo. En cuanto al médulo el mismo es igual al producto de los médulos de
los factores.

sig(xy)=+ si sig(x)=sig(y) ~ sigxy)=— si sig(x)=sig(y)
o] =]y
Ejemplos:
1) (_]2)_(4;) = +(12.8) =96 2) (732).(+25) = —(32.25) =-800

3) (+135).(-12)=—(135.12) = =1620 4) (+52).(+85)=+(52.85)=+4420

Cuando se multiplican mas de dos enteros se aplican las propiedades conmutativa y
asociativa. Teniendo en cuenta a los factores negativos, agrupados de a dos, su producto
es positivo. Si la cantidad de factores negativos es par, tenemos todos factores positivos
luego de asociarlos de a dos. Luego el producto final es positivo. Si la cantidad de
factores negativos es impar al agruparlos de a dos sobra uno que al ser negativo, hace
que el producto final de negativo. Podemos asi enunciar la regla de signos generalizada:
el signo del producto de varios enteros se obtiene contando la cantidad de factores
negativos. Si es par el resultado es positivo y si es impar es negativo.

En cuanto al mddulo se calcula multiplicando los modulos de todos los factores.

1) (=12).(+85).(-8).(~1).(+2).(-1) = +(12.85.8.1.2.1) = +16320
Como hay 4 (par) factores negativos da positivo

2) (+6).(+5).(-8).(-1 1).(+2).(-10)= —(6.5.8.11.2.10) = +52800
Al haber 3 (impar) factores negativos da negativo

Producto por cero

La multiplicacién por cero se define como cere para que se mantenga la propiedad
distributiva de la multiplicacion con respecto a la sustraccion en todos los casos.

Tenemos (z—y).x =z.x— y.x. Si consideramos el caso en que minuendo y sustraendo
son iguales: z = y. Sustituyendo (y—y)x=yx—pyx=>0x=0.

Es decir: Vx x0=0x=0
Al cero se lo puede llamar elemento absorbente de la multiplicacion.
En el conjunto Z son siempre posibles las operaciones de adicion, sustraccion y
multiplicacion.
VacZ VbeZ F@a+b)eZ, Ia-beZ, J(ab)eZ
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Por este motivo estas operaciones se llaman operaciones enteras
Miltiplo

El concepto de miltiplo se define de la siguiente forma: un mimero entero a se dice que
es multiplo de otro entero b siy solo si existe otro entero ¢, tal que multiplicado por b
da por resultado a.

Que a es multiplo de b se simboliza a= b . Ejemplos:
1) (-8) es multiplo de 4 pues existe (~2) e Z tal que (-2)4. da (-8)

2) (+169):(—'13) pues 3(=13)e Z / (-13).(-13) =169

3) 3125=25 pues 257 /125.25=3125

La cantidad de multiplos de un nimero entero es infinita. El conjunto de multiplos de

un numero entero g se obtiene multiplicando al entero dado por cada uno de los enteros.
multiplos de a = {xe 21 Ly, X = k.a} =Z,

Cuando un niimero es multiplo de 2 se dice que ese niimero es par. Los multiplos de 2
constituyen el conjunto de los pares.

miiltiplos de 2 ={xcZ | 3keZ n x:2.k}={er / x:é}=z2

La suma o resta de dos miltiplos de un mismo niimero da por resultado otro miltiplo
del ese niimero. Sumando o restando pares se obtiene otro par. Sumando o restando
impares se obtiene un par. Sumando o restando par con impar resulta un impar.

par t par = par ; impar * impar = par . par T impar = impar
Division en Z

La division es una operacion que se deriva de la multiplicacion. En esta dltima
operacion se conocen los factores y se pide hallar el producto. Un problema diferente es
conocer uno de los factores y el producto, pidiendo hallar el otro factor. Esto da origen a
la nueva operacion que se denomina divisién. Designando con x al nimero desconocido
podemos simbolizar con ejemplos estos dos problemas

(—43).32=x problema de la multiplicacién

(-24)x =120 problema de la division

El nimero desconocido se escribe solo en un miembro de la igualdad (se despeja), y
para ello se crea un nuevo simbolo para la nueva operacion. Este es : (dos puntos) ¢
+(dos puntos separados por una barra). El producto se escribe primero, luego el
simbolo operacional, y finalmente el factor conocido. Es decir:

120:(-24)=x es equivalente a poner (—24).x =120

Los datos del nuevo problema cambian de nombre. El producto (escrito primero) se
llama dividendo y el factor conocido (el segundo) se llama divisor. El resultado es el
cociente.

La definicion general de division es: dividir el entero a por el entero b consiste en
hallar un tercer entero c tal que multiplicado por b de por resultado a .

7


Quo Vadis
Nuevo sello


ab=c < ch=a siendo «a dividendo; b divisor; ¢ cociente

Ejemplo: (-20): (+5)=-4 porque (-4).(+5)=-20

No existen en Z divisiones como (-17):(-4) 'y 8:0 puesno hay ningin
entero que multiplicado por (-4) de por resultado (~17) ni tampoco un entero que
multiplicado por cero de 8.

La division no siempre es posible en el conjunto de los enteros. Para que la division sea
realizable en Z, el modulo (o valor absoluto) del dividendo debe ser multiplo del
modulo del divisor y ademas el divisor tiene que ser diferente de cero.

acZ beZ a:b)eZ < b¢0A|al=|:5}

Cuando un niimero entero a es multiplo de otro entero b podemos decir que b es divisor
de a, lo cual se simboliza bja.

blao a=b<.deel /| ch=a
Ejemplos:  6]72; =4[120;  24]120; 11462
En el sistema de numeracion decimal un niimero es divisible por dos cuando la cifra de
las unidades es par (o sea que termina en 0; 2; 4; 6; 8). Es divisible por tres si la suma
de las cifras da un multiplo de tres. Es divisible por cinco si la cifra de las unidades es 0
o5.
Si un numero es divisible por otros dos, entonces es divisible por su producto. Si es
divisible por 2 y 3, es divisible por 6.
Todo namero es divisible por | y por si mismo. Todo nimero natural tiene un conjunto
de divisores que es finito, no vacio, y siempre estan el 1 y el mismo nimero.
Ejemplos:
1) divisores de 12 = {1;2;3;4;6;12} en N.
2) divisores de 36={1;2;3;4:6;9;12:18;36} en N.

Cuando se trata de un niimero entero se agregan los divisores negativos a los anteriores
3) divisores de 12 :{il;i2;i3;i4; i6;i12} en Z.

4) divisores de 36 = {il;i2;i3;ir4;i6;i9;i12;il8;i36} en Z.

Numero primo

Si los divisores de un niimero natural son Gnicamente uno y €l mismo nimero, se lo
denomina niimero primo absoluto. En caso contrario €s un nimero compuesto.

Los primeros naturales primos son: 2; 3; 5; 7; 11, 13; 175 19; 23;. ... ... .etc. La cantidad
de primos es infinita; siempre existe otro primo mayor a uno dado.

Los nimeros compuestos se pueden escribir como multiplicacion de nimeros primos,
llamandose a este proceso descomposicion en factores primos. Ejemplo de esto es:

168=2°3.7: 169=13*; 15750=2.3>57

Primos relativos o coprimos

Dos niimeros naturales se dicen que son coprimos cuando no tienen divisores comunes
diferentes de 1 (se excluye al 1 por ser divisor de todos). Ejemplos:
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DI12y17 2)77y36 3)24y175

Una forma de comprobarlo es descomponiéndolos en factores primos y ver que no
tienen factores comunes a ambos.

1)12y17  resulta 12=2"3 171k
2)77y36  factorizados =711 36=2°3%;
3)24y 175 factorizados 24=2°3 175=57
Racionales

Como en el conjunto de los enteros la division no siempre es posible se amplia el campo
numérico creando un conjunto de niimeros que incluya a los ya conocidos y donde
podamos dividir en los casos donde €l dividendo no es multiplo del divisor.

Ese conjunto se llama de numeros racionales y se representa con Q.

Todo racional se puede expresar como un par ordenado de enteros, llamandose al
primero numerador y al segundo denominador.

a }
h siendo a numerador y b denominador

] X a ;
Los enteros son los que tiene denominador 1, o sea T=a. A los nimeros que se

agregan a los enteros para formar los racionales se los llama fraccionarios y a la forma
de escribirlos se la denomina fraccion. Es decir que tenemos dos clases de racionales:
los enteros y los fraccionarios.

Igualdad de fracciones

Dos fracciones son iguales (representan al mismo ntmero racional) cuando los

productos cruzados son iguales (el numerador de la primera por el denominador de la

segunda es igual al denominador de la primera por el numerador de la segunda). En

simbolos es 1 & = % < ad =bc. Ejemplo: ; = 2—2 < 5.84 =7.60 < 420 = 420

Si la fraccion es negativa consideramos al numerador negativo y al denominador
\e . 15 0

positivo. Ejemplo: ™ = 2—8 <> (-15).68 =17.(-60) < —1020 =-1020

Hay infinitas fracciones iguales a una dada. Se las obtiene multiplicando o dividiendo al

numerador y al denominador por un mismo numero entero diferente de cero.

W

L LA con ne Z-{0}

10 35 15 -

| W
h
[ee]

En el caso de dividir se lo debe hacer por un divisor comin al numerador y al
denominador, hasta llegar a nimeros coprimos.

(o)
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90 90:2 _£_45:3#_!£_ 1%3 3
150 1502 75 7533 258 2535 5
Se obtiene asi una fraccion irreducible. Una fraccion se llama irreducible cuando el
numerador y el denominador no tienen divisor comun, exceptuando 1. En una fraccion

irreducible el numerador y el denominador son primos entre si.

Desigualdad de fracciones

;Cuando una fraccion es mayor o menor que otra? Para saberlo se comparan los
productos cruzados del numerador de la primera por el denominador de la segunda, con
el del denominador de la primera por el numerador de la segunda (cuando la fraccion es
negativa, este signo se atribuye al numerador). En simbolos:

2.8 & ad<be 2.% & ad>be
b d b d
Ejemplos:
1—%<z~ & 129 <177 < 108<119
17 9
13 19
—— <-—— & (-13)23 < 15.(-19) & -299 < -285
15 23
_]Tsl > —%?— & (-11).11 >8.(-23) & -121> 184

Si una fraccion es positiva y la otra negativa se sabe que la negativa es menor que la
positiva.

Entre los enteros y los racionales hay una diferencia importante. Dados dos enteros
cualesquiera, entre los mismos la cantidad de enteros comprendidos es siempre finita. Si
a y b son dos enteros con la condicion que a < b, hay exactamente b — a — 1 enteros que

son mayores que a y menores que b. Por ejemplo entre (—5) y 23 hay
23—(=5)—1=27enteros. Esta propiedad se expresa diciendo que el conjunto Z es

discreto.
En cambio en el conjunto Q de los racionales no se cumple esta propiedad, ya que la
cantidad de racionales entre otros dos cualesquiera es siempre infinita. Dados dos
niimeros racionales diferentes siempre es posible encontrar otro racional entre ambos.
Este puede ser el promedio de los anteriores o el racional que tiene como numerador la
suma de los numeradores y como denominador la suma de los denominadores.
a o6
a,.¢ Wy 2N S IEERE " 0 _
b d b 2 d b d b b+d d
Con el segundo procedimiento es facil escribir fracciones comprendidas entre dos
fracciones dadas, tantas como queramos.
2.8 o 288 . R84 . 2.9.0.0.3 =
3 5 3 8 56 3 4 5 3 7 4 9 5
2 7 5 8 3 10 _7 _11 _4 ¢ s
<< —_<I<—<—<_—-<— Yy asisucesivamente.
3 10 7 11 4 13 9 14 5
Decimos que el conjunto de los racionales es denso.
Para que un conjunto totalmente ordenado sea denso entre dos elementos cualesquiera

debe haber infinitos elementos.

<
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Representacion de los racionales

Para representar graficamente a los racionales se emplea un eje.

Un eje es una recta en la cual se ha determinado un punto cualquiera de la misma como
“origen”, se toma uno de los dos sentidos posibles como “sentido positivo™ y se adopta
un “segmento unitario” como unidad de longitud, el cual se elige arbitrariamente.

Por medio de un eje de abcisas se hace corresponder a cada nimero un punto de la
recta y viceversa.

De esta forma resultan sinénimos punto y mimero. Esta es la idea basica de la
Geometria Analitica que fue introducida por el matematico y filésofo Rene Descartes.
Su apellido en latin se escribia Cartesius, del cual se deriva la palabra cartesiano que se
agrega al nombre del eje, el cual se llama eje cartesiano en homenaje a su creador.

El punto seiialado en el eje determina con el origen un segmento orientado (del origen
hacia el punto). Su longitud se mide con el segmento unitario, dando un nimero
positivo al cual se le agrega un signo de acuerdo a las orientaciones del eje y del
segmento (de igual sentido positivo, de sentidos diferentes negativo).

La representacion de los enteros da por resultado puntos aislados del eje, separados con
el anterior y el siguiente una distancia igual al segmento tomado como unidad. Al
agregar las fracciones, entre dos enteros consecutivos hay infinitos puntos que
corresponden a las infinitas fracciones que hay entre ambos.

Surge la pregunta ;los nimeros racionales cubren a todos los puntos de un eje?
Intuitivamente pareciera que si, pero la respuesta es negativa. Ya los pitagoricos varios
siglos antes de Cristo habian llegado a esta conclusién. A pesar que el conjunto de los
racionales es denso no cubre a todos los puntos del gje.

Los puntos sin “cubrir” con los racionales son muchisimos mas que los cubiertos.

Se demuestra en Matematica que la cantidad de naturales es la misma que la de enteros,
y la de enteros la misma que la de racionales. Esta cantidad es infinita y se llama infinito
numerable, para diferenciarla de otros infinitos que no son numerables. Hay diferentes
tipos de infinitos, siendo el mas simple el de los naturales.

En los conjuntos infinitos no vale que e/ todo es mayor que la parte. Un conjunto puede
estar incluido en otro y ambos tener la misma cantidad de elementos. Por ejemplo: hay
tantos niimeros pares como numeros naturales.

Operaciones con racionales

Las operaciones que son siempre posibles en Q son: adicion, sustraccion,
multiplicacion y division (salvo por cero).

Adicion y sustraccion.

Para sumar o restar fracciones las mismas deben tener el mismo denominador. Se deja
el mismo denominador y se opera con los numeradores como nimeros enteros. Es decir:
5) 3+7+(-5) 5

Ejem 10'§+—7—+ —=
R 8 8

a ¢ a+c
+

b b b
Si tienen diferente denominador se obtienen fracciones iguales a las dadas, todas con el

mismo denominador. Este proceso se llama reduccion a comin denominador. Si el
denominador comtin es el menor posible se lo denomina minimo comiin denominador.
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El comun denominador es un multiplo comun de todos los denominadores. Si es el
menor posible es el minimo comiin miltiplo que pasa a llamarse minimo comiin
denominador.

El minimo comiin midtiplo de varios nimeros se calcula descomponiendo a cada uno en
factores primos, y luego tomando los factores comunes y no comunes (repetidos 0 no)
con el exponente mas grande al que aparezcan.

Ejemplo: hallar el minimo comin maltiplo de 24; 20 y 126.
Se descompone a cada uno en factores primos (se los factoriza) resultando:

24=2°3 20=2%5 126 =2.3%7
El m.c.m. es: m.c.m(24;20;126) = 2°.3%.5.7 = 2520

Obtenido el comin denominador, el mismo se divide por cada uno de los
denominadores de las fracciones dadas y el resultado se multiplica por el
correspondiente numerador. Resultan asi los nimeros que van en el numerador de la
fraccion final. Operando con ellos se llega al resultado. Este se debe expresar como una
fraccion irreducible. En simbolos es:
VEEQ; VEEQ 3+S:ad+cb g_gzad-cb
b d b d bd b d bd

Ejemplos:
2 5 ,24+3.5 23
) =+==—-——=—
3 4 34 12

2 7 3 2225-73.5+33 40-105+9 56 14

2) . ot T
3 4 20 %5 60 60 15
3)
S 1255 1 25 357 11287+2%5° | 525-1386+500 | - 361
24 201261 2°3 225 | 3272 b 3%5.7 2520 2520

Lo importante es fener presente el mecanismo de la operacién para luego operar en
Algebra en forma similar. Cuando se trata de fracciones numéricas la calculadora
realiza rapidamente la operacion.

Multiplicacion

L.a multiplicacion de varios racionales da por resultado otro racional que tiene signo y
modulo. El signo se obtiene aplicando la ya vista regla de los signos. Se cuentan los
factores negativos. Si es par, el resultado es positivo y si es impar es negativo.

El modulo se obtiene multiplicando los modulos de los factores. El numerador tiene por
médulo el producto de los médulos de los numeradores dados. En forma similar se
procede con los denominadores.

En stmbolosy S =
b d bd
Ejemplos:
y23_10_s
34 12 6
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%) 3 wz_o)ﬂ(_L)__azo.n.l__g
5)0 7)20 22 57222 7

Divisién

La division se transforma en multiplicacion multiplicando la primera fraccion
(dividendo) por la reciproca de la segunda (divisor).

El reciproco de un racional es otro racional que multiplicado por el primero da por
resultado el neutro de la multiplicacion, o sea 1.

b .
Reciproco de % es L pues E.l—) 2.1 B reciproco se obtiene permutando

a b a ab
numerador con denominador.

. ; . a ¢ ad ad y ;
La division en general se simboliza B:E:E P Como existe siempre el
¢ be

reciproco de toda fraccion diferente de cero, la division en Q siempre se puede realizar
si el divisor no es cero.

EjempIOS'

55 _ 11 SoFAlliS6 - o

)EE 32 55 3255 20

2)(_2)2_(_2)_1__@__3
6) 4 LUe6J15 90 9

Niumeros decimales

Se llaman fracciones decimales a las que tienen como denominador el 1 seguido de
ceros. Es decir una potencia de 10, o sea 10; 100; 1000; etc. Estas fracciones se
expresan con ofra notacion que se llaman numeros decimales. Se escriben todas las
cifras del numerador (nimero entero) y se apartan (por medio de una coma o un punto)
de derecha a izquierda tantas cifras como ceros haya en el denominador (de ser
necesario se agregan ceros a la izquierda de la primer cifra significativa).

Ejemplos:
E:12,3 -—]——2~§~:0,]23 e =0,00123=0.00123
10 1000 100000

A la inversa, si tenemos un numero decimal y lo queremos expresar en forma de
fraccion, se coloca como numerador todas las cifras del niimero (enteras y decimales)
prescindiendo de los ceros a la izquierda de la primera cifra significativa (diferente de
cero), y como denominador el | seguido de tantos ceros como cifras decimales haya.
Ejemplos:

1. 3__]235 247 0.01235 = 1235 _ 247 0.15 = Iy .3

100 20 100000 20000 100 20
I,ZS:EzE 0,042 = e N3 12, 43—]243
100 4 IOOO 500 100

Observar que las fracciones con numerador mayor que el denominador son nimeros
mayores que 1, y menores que 1 si ocurre al revés.
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También se puede comprobar que los nimeros decimales con una cantidad finita de
decimales, generan fracciones que tienen un denominador con factores primos
Gnicamente 2 y 5 (son los factores del 10).

Podemos afirmar que las fracciones que tienen como denominador producto de
potencias de 2 y de 5 son iguales a nimeros decimales con una cantidad finita de cifras
decimales

;Qué ocurre con las fracciones que no tienen este tipo de denominador? Sabemos que
todo racional puede ser expresado como un cociente entre dos enteros. De ahi proviene
el nombre de “racional”, por ratio o razén. Si aplicamos el algoritmo (conjunto de
reglas para realizar una operacion) de la division a estas fracciones, y dividimos el
numerador por el denominador, obtenemos una cantidad infinita de cifras decimales,
pero que s¢ repiten desde una en adelante. Estos nimeros decimales se los llama
decimales periddicos.

%0,8333 ..... 222,714285714285 ......

Quicre decir que toda fraceién se puede expresar como un nimero decimal con una
cantidad finita o infinita de cifras decimales. Para ello dividimos al numerador por el
denominador.
Los racionales que tienen como denominador un entero que posee como factores
primos tinicamente a 2 y 5 dan origen a nimeros decimales con cantidad finita de cifras.
Si en el denominador hay otros factores primos diferentes de 2 y 5. son iguales a
nimeros decimales con infinitas cifras periodicas.
Ejemplos:

S 0,75 Ly 0,85

4 20
En los ejemplos anteriores las fracciones tiene como denominadores a Rty 3
20 =225, cuyos factores primos son potencias de 2 y 5. La cantidad de cifras decimales
es finita.

%:0,8333 ..... —]-_}9—:2,7]4285714285 ......

Las anteriores tienen como denominadores a 6 =2.3 (contiene el factor 3) y a 7. Se
puede ver que la cantidad de cifras decimales es infinita repitiéndose un bloque de ellas
que es 3 y 714285 respectivamente. A este bloque lo denominamos periodo.

L.lamamos a estos nimeros decimales periodicos.

Se los divide en dos grupos: periddicos puros y periodicos mixtos. En este Gltimo caso,
el grupo de cifras que aparece después de la coma por tinica vez forma el no periodo.

El decimal 0,8333..... tiene como periodo al 3 (el que se repite) y 8 como no periodo, es
periddico mixto.

El decimal 2,714285714285......tiene 2 como parte entera (a la izquierda de la coma), y
714285......como periodo. No hay no periodo, por lo tanto es periodico puro.

Nos planteamos ahora la conversion de un nimero decimal periédico en una fraccion.

Si es periddico puro la fraccion equivalente se obtiene asi: se le suma a la parte entera
del niimero decimal una fraccion que tiene como numerador el periodo y como
denominador tantas cifras 9 como cifras tenga el periodo.

Ejemplos:
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I,333....:1+§:l+l=i; 2,5454..=2+ i 2+£:§; 0, 7575... 2 S
9 3 3 99 I 11 T 99 33
Si es periddico mixto se procede de esta forma: a la parte entera se le suma una
fraccion cuyo numerador se obtiene escribiendo las cifras del no periodo y a
continuacion las del periodo, restandose luego el no periodo. El denominador se forma
con lantos 9 como cifras hay en el periodo y a continuacion tantos ) como cifras tiene
el no periodo.
Ejemplos:
34-5 5 49 229 016—0_]+ 8 503

2,5444.. =2+ ——=2+ ; 1,01616...=1+ = =
90 90 90 990 495 495

Otra forma de obtener la fraccion es escribir en el numerador todas las cifras sin la
coma y restarle el nimero formado con las cifras situadas a la izquierda del periodo
(las que preceden al periodo). El denominador lleva tantos 9 como cifras hay en el
periodo, si es periddico puro, y si es mixto se le agregan tantos ceros como cifras tiene
el no periodo.

” A
1,333,000k 12 adn 3,550 20T, 25308
S 9 3 99 99 11
ot el LOI6I6._.:101640:1006:503
90 90 990 990 495

Con la notacion decimal podemos decir que los niumeros racionales tienen una parte
entera y ofra parte decimal. Si no hay parte decimal el niimero es entero. Si tiene
parte decimal la misma tiene una cantidad finita de cifras o infinita pero periodicas.
En el conjunto Q son siempre posibles las cuatro operaciones bésicas, salvo la division
por cero. Se llaman operaciones racionales a la adicion, sustraccion, multiplicacion y
division.

En las aplicaciones cotidianas de la Matematica es suficiente operar con los numeros
racionales.

Aparte de las cuatro operaciones racionales se definen otras operaciones como la
potenciacion 'y radicacion.

Potenciacion de_ exponente natural

Cuando se tiene una multiplicacion en la cual todos los factores son iguales, se abrevia
con la notacion a", en la cual a es el factor que se repite y n la cantidad de veces que
aparece. Al numero a se lo llama base, al n exponente, al resultado potencia y a la
operacion potenciacion. La base se toma como factor tantas veces como lo indica el
exponente.

a’=aad...a=p

Regla de signos para la potenciacién: cuando la base es positiva, el resultado es
positivo. Cuando la base es negativa, se observa el exponente. Si es par la potencia es
positiva y si es impar es negativa.

Potenciacion de exponente entero negativo: la definicion anterior de potenciacion con
exponente natural, se generaliza para el caso de ser el exponente entero negativo, de la
siguiente forma:
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b
Cuando el exponente es negativo se invierte la base y se le cambia el signo al
exponente. Dicho de otra forma, es la inversa de la misma potencia pero con exponente
positivo

(%)"=[%T=(J]n

Propiedades de la potenciacion:

1) Distributivas

a) Con respecto a la multiplicacion (ab)"=a"b"

b) Con respecto a la division (a:b)"=da":b"
Tener en cuenta que la potenciacion no es distributiva con respecto a la adicion y la
sustraccion

(a + b)ﬂ ..‘,t an + bﬂ (a - b)n i a’i _ b"
2) Potencias de igual base
a) Multiplicacion gt =ag"t
Se deja la misma base y se suman los exponentes.
b) Divisién " "8

Se deja la misma base y se restan los exponentes.
¢) Potencia de otra potencia  (a")” =a™
Se deja la misma base y se multiplican los exponentes

Definicion de radicacion:

La potenciacion tiene dos operaciones inversas. En una de ellas se conoce el exponente
y la potencia y se quiere calcular la base
(T304

x" = p el valor desconocido es “x

Para escribir la incognita “x” en un solo miembro de la igualdad (que quede despejada),
se crea otra expresion simbolica

xE Q/; la cual se lee “raiz enésima de p”
Las expresiones anteriores son equivalentes, para lo cual escribimos.
x =8lpe=x'=p
Se llama raiz enésima de un niimero p a otro niunero x tal que elevado a la n dé por

resultado p.
En esta notacion n se llama indice. p radicando y x raiz.

Ejemplos:
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;Siempre es posible la operacion de radicacion con indice natural?

No, cuando el radicando es negativo y el indice es par, no existe un nimero que
elevado a exponente par dé resultado negativo.

Ejemplo:

No existe en Q Y-16  pues (¥2)'=16%-16

En el caso de existir la raiz, jel resultado es unico?

Cuando e/ indice es impar, el resultado es uno solo, teniendo el mismo signo que el
radicando. En el caso que el indice es par y el radicando es positivo, hay dos
resultados que son miimeros opuestos. Si hay mas de una respuesta y trabajamos en
problemas aritméticos, se toma el resultado positivo al cual se denomina raiz aritmética.

Propiedades de la radicacion
1) Distributivas

a) con respecto a la multiplicacion  ¥/ab =a b
b) con respecto a la division Ya:b="a:4p conb#0

Observar que la radicacion no es distributiva con respecto a la adicién y la
sustraccion

\"/d+b¢{/5+¥/5 Ya-»b ¢{/§~</3

2) Simplificacién Va® ="\la”" siendor#0 y divisordeny p
Si se multiplica o divide el indice y el exponente del radicando por un mismo nimero,
se obtiene otra raiz igual a la dada.

3) Raizde otraraiz  {¥a =%a
En el caso de una raiz de otra raiz, se deja el mismo radicando y se multiplican los
indices.

Ejemplos:

1) 48 =47 <27 =2
2) e =% =4
3) 1225 =325 =3 45 =432 5% = B = B35 =410
4) Yrfx =20 =2 e =W =

Potenciacion de exponente fraccionario

=

Esta operacion se define en base a la operacion de radicacion y potenciacion de

exponente entero
En forma simbolica lo expresamos de la siguiente forma:

n
(a)ﬂ = .”fan
La potencia de exponente fraccionario puede escribirse como una raiz cuyo indice es el

denominador del exponente, siendo el radicando la base de la potencia elevada al

numerador del exponente.
La igualdad anterior permite transformar una raiz en una potencia y viceversa.
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1
Asi son validas las igualdades Jx =x2

wwoes (A

Las propiedades de este tipo de potencia son las mismas que las de exponente entero.

Ejemplos:

1)85:\/§—\/*fff—zf

2)x/"x —x”=x6*x"—\/ \/ =Yx? Yx=x
21,3 B
3) Pyl =7 52 y“ ="
Jxi’ b x;*é xio 79 gl

4) e = - :_xwa:xzoz—lw:

~— 1 o 3
/ 5 A 2 |5 ) 31 20f 31
X

XX XX x* x4 xz

Reales

En Q hay operaciones que no pueden realizarse en todos los casos. Por ejemplo muchas
raices (la gran mayoria) no dan como resultado un nimero racional. Por ejemplo

V23 823 Hal . s . oWl sy .. |

Podemos hallar nimeros racuonales que se aproximan cada vez mas al resultado exacto
de estos nimeros, pero nunca calcular todas sus cifras pues las mismas no son
periddicas. No se pueden predecir las que siguen a una ya calculada. Utilizando una
calculadora se pueden comprobar las desigualdades que aproximan cada vez mds a la

V2

l<d2<2 5 1A4<y2<1,5 , 141<y2<142 ;. 1414<2<1415
1,4142<J2 <1,4143  ; 1,41421<42<1,41422 ; 1,414213<42<1.414214 etc.

Estos niimeros que no se pueden expresar como un cociente entre dos enteros por tener
infinitas cifras decimales que no son periodicas se llaman irracionales.
Se puede demostrar que existen mas nimeros irracionales que racionales. La operacion
de radicacion genera muchos més numeros irracionales que racionales. Otros
irracionales muy importantes son:

7 =3,1415926535.... e=2,71828182......
7t es la relacion entre la longitud de la circunferencia y su diametro; e es la base de los
logaritmos naturales.
El conjunto que resulta de la unién de los racionales con los irracionales se llama
conjunto de los nimeros reales R.
Todo nGmero real escrito en forma decimal tiene una cantidad finita o infinita de cifras
decimales. Si es finita o _infinitas periddicas es racional y si son infinitas no periédicas
es irracional.
Con el agregado de los nimeros irracionales se cubre totalmente el conjunto de puntos
de un eje cartesiano. Por lo tanto existe una correspondencia biunivoca entre los puntos
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de un eje y los nimeros reales. A cada punto le corresponde un real y viceversa, a cada
real un punto.

Complejos

Con el agregado de los irracionales no se resuelven todas las operaciones aritméticas en
R. Quedan algunas sin solucién como las raices de indice par y radicando negativo, las
potencias de base negativa y exponente irracional, los logaritmos de niimeros negativos,
entre otras. Esto motivo una nueva ampliacion del campo numérico creandose los
numeros complejos. En el conjunto C toda operacion es posible, salvo la division por
cero. La unidad imaginaria se puede expresar como v-1= .

En la mayor parte de las aplicaciones de la Matematica a otras ciencias es mas que
suficiente operar con el conjunto de los reales R.

Ejercicios de aplicacion

Ejercicio N° 1

|
o

O |
w | oo

Ordenar de menor a mayor los niimeros %;0;8; —6;

Respuesta:

—6<—~%<0<i<§~< §<8
7 9 5W 3

Ejercicio N° 2

Decir si las proposiciones siguientes son verdaderas o falsas, justificando la respuesta

a) Entre dos enteros cualesquiera existen infinitos enteros.

b) Entre dos racionales diferentes existen infinitos racionales.

¢) Nunca se podra crear una maquina que calcule +2 con todas sus cifras.

d) La longitud de una circunferencia se calcula con la formula L = 2nR donde R
representa la longitud del radio. Es imposible calcular la longitud de una circunferencia
sin cometer error.

¢) La suma de un nimero racional y otro irracional da por resultado un nimero racional.
f) El producto de nimeros racionales a veces da un numero racional.

g) En la vida cotidiana el hombre utiliza los nimeros racionales.

h) Todo nimero racional se puede escribir como un cociente entre dos enteros.

i) Los nimeros racionales tienen una cantidad finita de cifras decimales y si son
infinitas son periodicas.

) Y128 es racional.

Respuestas:
a) Falsa. Entre dos enteros hay una cantidad finita de enteros. Entre aeZ vy
b e Zsiendo a <b hay b—a—1enteros.
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b) Verdadera. Siempre es posible hallar otro racional entre otros dos. Por ejemplo el
promedio.

¢) Verdadera. Pues+/2 tiene infinitas cifras decimales y hay que calcular cada una pues
no son periodicas. Es irracional. Se necesita un tiempo infinito.

d) Verdadera. Se comete error no solamente al medir el radio sino al utilizar 7, pues
solamente puede utilizarse una cantidad finita de cifras, lo que da un valor aproximado
y no exacto del mismo.

¢) Falsa. El irracional tiene infinitas cifras no periodicas, y al sumarlo al racional las
cifras que resultan son infinitas y no periddicas.

f) Falso. El producto de racionales da siempre un racional, es una operacion cerrada en
Q.

g) Verdadera. Para las aplicaciones practicas de la Matematica es suficiente trabajar con
fracciones o aproximaciones decimales de los nimeros que tienen infinitas cifras,
periodicas o no.

h) Verdadero. El racional se expresa por definicién como el cociente entre €l numerador
y el denominador, que son enteros.

i) Verdadero. Solamente los irracionales tienen infinitas cifras no periddicas.

j) Falso. La mayor parte de las rafces son irracionales y la dada lo es.

Ejercicio N° 3

De las expresiones simbolicas siguientes decir cudles son verdaderas y cuales no,
justificando en cada caso la respuesta

a) V2eQ b) 0en c) DeZ d) 7¢Q e)%eR N+~2) ¢ Z*

g) Y43 es irracional g ) {];%; ¥3 ;m3cR ) %ENO
K) {2;0; 1T}z N, l){ﬂ;%;l;;}cR m) Yz R

n) {g : % L0 ; % 1IcQ o) ,/% es irracional p) 2,344444...¢ Q
q) 1,55555.... esracional 1) {xeZ /x=2}c N ) (Yr+2)eQ

) (2+0,121212.) € Q

Respuestas:

a) Falsa. Se ha demostrado que la V2 es irracional. Luego no pertenece a Q.

b) Falso. El cero es un nimero entero pero no natural. Llevé mucho tiempo incorporarlo
a la humanidad.

¢) Verdadera. Por lo dicho anteriormente.

d) Verdadera. Es irracional y no pertenece a Q.

e) Verdadera. Los racionales son también reales. Son un subconjunto de R.

f) Verdadera. Pues /2 no es entero positivo (natural).

g) Verdadera. Es una raiz no calculable en Q.

h) Verdadera. Los enteros son racionales y también reales.

i) Verdadera. El primer conjunto esta formado por nimeros reales.
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J) Falso. Es un nimero racional (fraccion) pero no natural ni cero.
k) Verdadero. El —2 no es natural, pues es negativo.
I) Falso. Pues la raiz propuesta v-1 no se puede calcular en R. Es de indice par y

radicando negativo.
m) Verdadera. Es una raiz de indice impar y siempre son calculables en R.

n) Falso. La fraccion % = —+/2 es irracional.

o) Falso. El racional 12/13 elevado al cuadrado da 144/169.

p) Falso. Es un numero decimal periddico y se puede escribir como una fraccion.

q) Verdadero. Equivale a una fraccion pues es periddico.

r) Falso. El primer conjunto es el de los enteros multiplos de 2, es decir pares. Como
hay negativos no estan incluidos en N.

s) Falso. La raiz cibica de pi no es racional.

t) Verdadero. Se trata de dos racionales que se suman.

Ejercicio N° 4

Hallar el resultado de las operaciones entre racionales (no utilizando calculadora) y
comprobar el resultado utilizando una calculadora

a) (2R a7 .(- K (150 =

> (S 5L
3 g 27\4 8) \4 4
_3 (20 3 N2

0
2 8

sy

322 vz (1) (30,0
93-2-(-2) +[ 2) (4 IJ_

_+_

L

! i I |

e) [i—i L P _jas [ L) -

2.5 WH Ep— 5
Respuestas.

22 59 31 29 1
a) — b) =— c) — d) — e) —
) 3 ) 48 ) 18 ) 68 ¢ 15
Ejercicio N° 5

Reducir las siguientes expresiones a una sola potencia

i) x3x2: b)%/;\/_= 0 X _

4.7
X X
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2 4
3

d)————y3 & o €) (x_%} = f)ﬁxzz

3 y4 y—z

Respuestas:

a) x° b) Jc2 =4x c) x% =E\/%

& »* = yify’ ¢) x' D x¢ =4
Soluciones

Ejercicio N° 4

4a)

(-2) 1 (5— 1)+ ¥27.(=1)° +(13-16)* =(-8):(=6) +(-3).1+(-3)" =

:(LS):(—6)+(—3)+9=%—3+9:f—?§+ﬂ=23—2

B3R BT BB
B4 8o 23

2 16 2 4 Ngoarid .7 &)
== =+l = ===+l == ——————=—
3 81 o Y - 18 18

4d)

2 I, 1 4-3 ,

3 2 ooy (1) (3 a6 (1) (1)
a2 {3) ) (5) )
9 2 18

EE S RIERE. S

6 18 \4) 2 17 4 2 68 68
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1 1 1 i 1
(-3 4w e e T -
125 25 39 5 125 125 5
) b 310G
123 9 12575 125 625 ¥ 3 625
2+2 I =6+10-3 1
535 13 15

£ERANJATS
fIGRADA &

Economicas
Lomas

. 1 % 1» "
W_;.x2:3x5x2:(x§] x2 = x23 52 _x6+2: Lo ‘/— \/_ \/T\/; : J_
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Intervalos de nuumeros reales

Son subconjuntos de reales. Hay intervalos abiertos, cerrados, semiabiertos, de longitud
finita o infinita.

1- Intervalo cerrado:

Dados dos nimeros reales a'y b con a < b se llama intervalo cerrado de extremos ay b
al conjunto de reales comprendidos entre ambos e incluyendo a los mismos

[a;b]:{xeR/ansb}

Representado graficamente se obtiene el segmento del eje de extremos a y b
(incluyendo los extremos).
a b

L i |
L |

2- Intervalo abierto:
Es el conjunto de los reales comprendidos entre otros dos sin incluir a los mismos
(@:b) ={xe Rlia<x<b}=la;b
Representado graficamente se obticne el conjunto de puntos interiores del segmento del
eje de extremos a y b (excluyendo los extremos).
a b
C )
4

b

3-Intervalos semiabiertos:
Son subconjuntos de R en los cuales se incluye uno solo de los extremos. Segun cual se
excluye se llama abierto a derecha o izquierda.

abierto a derecha [a;h)={xe R/a<x <b}

a b

t ) >
abierto a izquierda (a;b]={x€ R/a<x<b}

a b

L
hY

Todos los intervalos anteriores tienen por longitud igual a2 L=b-a , cona<hb, la
cual es finita pues da un niimero real positivo.

i | —_—
1

4- Intervalos de longitud infinita:

Son los subconjuntos de R que resultan de considerar los numeros mayores (0 menores)
que uno dado. Se presentan cuatro posibilidades que se representan en el eje por los
puntos de una semirrecta que incluye o no, segiin sea cerrado o abierto, al origen de la
misma.

[a;+0)={xeR/a<x}={xeRIx2a} (@+o)={xcRla<x}={xeR/x>a}

.|
~

(-o;a]={xeR/x<a}={xeR/azx} (-wa)={xeR/a>x}={xeR/x<a}

a a

A

2
1
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Ejercicio N° 6:

Hallar los resultados de las operaciones con intervalos y expresar el mismo como un

intervalo. Representarlos en el eje real.

Aclaracion: los simbolos U y m significan union e interseccion de conjuntos. En el
primer caso se considera el conjunto formado por los elementos que estan en uno, otro,

o en los dos conjuntos.

En el segundo caso solamente se toman los que pertenecen simultaneamente a los dos

conjuntos

a) [-2;3] " [0; 5] b) (= ;0)u(-1;3] ¢)(=2;3)N(2; +o)
d) [-4;3]u(3:5] e) (-2;31 n [3; 6,5) D(E4:3)n(4:5]
g (»;0)N(-=;2) h) (2;0)U(-»;3) ) (-20;0]N (-2 ;)
D [-2:31v [0;6] k) {xe R/ x<2}n{xeR/x=>21}

Respuestas:

a) [0 3] b) (-=;3] c)(2:3) d) [-4 ;5]

e){ 3} f) @ vacio g)(—x:0) h) (—:3)

i) (-2;0] N[-2:6] k) '[1;2)

Ejercicio N° 7:

Expresar como intervalos los siguientes conjuntos de reales

a) {xeR/-1<x<2}} b) { xe R/-2<x<4}
d) {xeR/-1,5<x<28} ¢€) {xeR/ x<10}

g) {xeR/" x>10} h) {xe R/ x>4}
Respuestas:

a)(-1;2) b)[=2..°4) ¢) (0:6]
€) (-»;10] L0 +0) 8) (10 4x)

c) {xe R/ 0<x=<6}
f) {xeR/ 0<x }

d)[_]959258]

h)[4; 4e0)
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Polinomios

Las expresiones algebraicas son entes matematicos que se forman utilizando nimeros y
letras (llamadas variables o indeterminadas) los que se relacionan por medio de las
operaciones de suma, resta, multiplicacion, division, potenciacion y radicacion.

Entre las mismas estan los monomios y los polinomios que constituyen las expresiones
algebraicas enteras. Son las expresiones algebraicas mas simples.

Un monomio es la expresién algebraica en la cual la operacion que vincula a las
variables y los nimeros es tinicamente la multiplicacion.

Ejemplo: (_2).x.y.x.z.(—%].z.y.xx.fz . Esta expresion se puede reducir aplicando las

propiedades de la multiplicacion. Para ello conmutamos los factores, asociamos los
numeros y asociamos las variables iguales.

(—2)_x. y.x.z.(;ij Z y.x.x.x/_Z- = (—2) ( %J A2 XXX, Bl A §—\2£—2— iz

Podemos ver que en definitiva tenemos un nimero real al comienzo, multiplicado por
variables que estan elevadas a exponentes naturales, ya que los mismos indican las
veces que dicha variable aparece como factor en el monomio.

Luego podemos decir que en un monomio se distinguen dos partes que se denominan
coeficiente y parte literal.

El coeficiente es el mimero que multiplica a las variables y se escribe generalmente a
la izquierda.

El coeficiente es un niimero real, pues operamos cominmente con esa clase de numeros
(pueden definirse polinomios en otros conjuntos numericos).

La parte literal esta formada por las letras que se multiplican y estdn elevadas a
exponente natural (recordar que la potenciacion de exponenie natural es un caso
particular de multiplicacion).

Otros ejemplos de monomios ya reducidos son:

'y 3 ——i—xz : 2%y . —6xyz

Se llama grado del monomio a la cantidad de factores literales que hay en el mismo. Se
calcula sumando los exponentes, que son niimeros naturales, de las variables.

. 5 : ;
2x’y* tiene grado 7 ; 7nyz tiene grado 3 ;  2x tiene grado |

Los nGimeros se consideran monomios de grado cero, pues —6 =(~6).x".»" y la suma de
los exponentes €s cero.

Un polinomio se puede definir como una suma de varios monomios.
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2x3+%x3 -5x+1 xsyz—%xzy—ihyz +x-5  son polinomios de una y dos

variables respectivamente.
Los polinomios se representan con una letra y entre paréntesis se ponen las variables del

mismo: P(x): O(x): S(x:y)

| El grado de un polinomio es el mayor grado de los monomios que lo forman.

P(x):2x3+%x2—5x+l es de grado 3 Q(x;y)=x3y3—%xzyASxy2+x—5 tiene

grado 5

| Un polinomio se llama homogéneo cuando todos los monomios son del mismo grado.

3 2 2 3 4 . . ’
Plxy)=x'y *Ex‘y' ~5xy° + 3" s un cuatrinomio homogéneo, de grado 4 con dos

variables

I Si dos monomios tienen igual parte literal y diferente coeficiente se llaman semejantes.

. 4 , 3 :
Ejemplo: 2x’ y* ; —gx’y“; 5y*x’ son tres monomios semejantes.

Ejercicio N 12:

Decir cuales de las siguientes expresiones son monomios o polinomios. Dar el grado de
las que lo sean (no confundir términe con monomio).

a) Ex3y b) 5x° + 1,4 3x2y3 ¢) 2xy
3 2 7
2
= 4 5
d) 5x3 e) —— 2x +—
) ) - 23
g) 5z +3zxy -3 h) %+3X2 )2 +8x* & 27
i) g"*; k) V3x+2 +6x )2x2+3x+5
x..
m) gx3 ggxywr‘ n) V27'es? O\ + 2y —52°
Respuestas:

a) monomio de grado 4 con dos variables

b) trinomio de grado 5 con dos variables

¢) expresion algebraica fraccionaria con 3 variables (no es monomio ni polinomio)
d) expresion algebraica irracional de una variable (no es monomio ni polinomio)

e) monomio de grado cero (constante)

f) binomio de grado 1 con una variable

g) trinomio de grado 3 con tres variables

h) expresion algebraica fraccionaria con una variable (no es monomio ni polinomio)
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i) trinomio de grado 4 con una variable

j) expresion algebraica fraccionaria con una variable (no es monomio ni polinomio)

k) expresion algebraica irracional con una variable (no es monomio ni polinomio)

[) expresion algebraica fraccionaria con una variable (no es monomio ni polinomio)
m) trinomio de grado 3 con dos variables

n) monomio de grado 2 con una variable (7 y e son constantes, nimeros irracionales)
0) trinomio de grado 3 con 3 variables

Operaciones con expresiones algebraicas enteras

Con las expresiones algebraicas enteras se realizan operaciones: suma, resta,
multiplicacion, division y potenciacion de exponente natural

Suma de monomios

Para sumar monomios, si son semejantes, se suman los coeficientes y se deja la misma
parte literal.

Equivale a sacar factor comin a la parte literal. El resultado ¢s un monomio semejante
con los sumandos.

4 -4 5 b,
2x°y" —gx“y“ 5y’ = (2~§+ - ¥d 4 =?x’y4
Si se trata de monomios que no son todos semejantes, se asocian los semejantes y se

suman, obteniendo como resultado un polinomio.

5x2+(—lx3)+5x2+(-x3)+2x2 (54350 x2+[+]#1]x3 B Y
2 2 2 2 2 2

Suma de polinomios

Para sumar polinomios se asocian los monomios que son semejantes y se suman como
indicamos antes.

Ejemplo:
1

[%x3+2xyf3yzj+(yz—%W*-IZJ:%IS +(2V3Jjg)+(—3+l)y2+xz =

Y 5 5 2
=X + = x2 ) tx
5 3 V=)

Resta de polinomios

Para restar polinomios se suma al primero (minuendo) el opuesto del segundo
(sustraendo).

El opuesto de un polinomio es el que resulta de tomar los opuestos de los coeficientes
(cambiar de signo a los coeficientes).
Ejemplo:

Bx’ —%xz 4—2)6)—(—%3:-&%):2 -x’+5)=5% —%xz +2x+%x—%x2 FH S =

(5+l)x“’+[i-lj 2+ 2+2]x—5:6x32x2+§x—5
2 2 3 3
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Multiplicacion de monomios

Para multiplicar dos o mds monomios se multiplican los coeficientes y las partes
literales se asocian aplicando producto de potencias de igual base (los exponentes se
suman,).

El resultado es un monomio cuyo grado es la suma de los grados de los monomios
Jactores.
Ejemplo:

3 3 2 2 3 5 3 5 S+2+1 24341 5 8.6
e ., i R 3,
[ 4xy}( xy)3xy ( 4}( 2)3}6 §% 2xy

Multiplicacion de polinomios
La multiplicacion de polinomios se realiza aplicando la propiedad distributiva de la
multiplicacion con respecto a la suma y a la resta. Por lo tanto

Se multiplica cada monomio de uno_de los polinomios por cada monomio del otro
polinomio.

El resultado parcial tiene una cantidad de monomios que es el producto de las
cantidades de monomios que posee cada polinomio factor. Al asociar posteriormente los

semejantes este numero se reduce.

Si se multiplica un trinomio por un cuatrinomio, el resultado parcial es un polinomio
con 3.4=12 monomios, que al asociar los que son semejantes se reduce.

El grado del resultado es la suma de los grados de los polinomios que se multiplican.
Ejemplo

(5x° —Ex2 +2x)(=x* +lx2 —gx-# . emps +§x5 —Ex4 #25x° 4——:ix5 —ix4 +x’ —E'x
2 2 3 2 3 2 4 2

Dty —%xz + 105 ==5x7 + 4% —gx" +21x° —éﬁix2 +10x

Los dos factores son polinomios de grado 3, y el resultado tiene grado 3+3=6.
Ejercicio N° 13
Realizar las operaciones entre los monomios y polinomios que se indican

a) 3.!(3y+§x3y+[—:1—)(3,;/]

3 2
b) 25y%x +125xy% =35y2x + y°x
) Px® PRV, .
2 4 2 3
d)(2x> flxz 75x+1)+(fix +-2—x3 -05x? +§)
2 2 3 4

e) (-25x> -2x*® +4x~3)—(1x2 350 —3x+z)
2 2 5

(o] o)

4

2) (— g xy?z® J(— 15y2p° )

2+
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h) (- 4xxyzt{%x3}[— %y“tzJ

i) (2x2 —3x +4)(—x? + 4x - 2)

j)(-%x3 +§x2 + 4x - 1)(4x - 6)

k) (-25x3 - 2x? +4x-3)(1x2 +3x3 -3x+3)
2 2 5
Respuestas:
23 3 2 5 2
a) — b) 1,25xy" ==x
) Y ) 1,25xy R
c) E;c3+lx2+2x+l d) §x3-—x2V£x+2
3 2 4 2 3 2 4
3 5 2 22 7 S
€) —4x ——x"+Tx—— — =R Y
) TS D=7
15 5 4 5 .
—xyz'p hy —x y 'zt
g) TWE R )3 ¥
) —2x* + Ll 20x> $22% -8 1) —2x4+gx3+]2x2 —28x+6
k)—Ex(’—Ex5+£x4wlg§xz+E, a-!
4 2 10 3 5

Division de polinomios

Sean dos polinomios que llamamos P(x) y Q(x) de una variable, teniendo el primero
grado igual o mayor al del segundo. Al P(x) se lo denomina dividendo y a Q(X) divisor.
En este caso se puede realizar la division de los polinomios, lo cual consiste en hallar
otros dos polinomios C(x) y R(x) que se llaman ¢ 2 ¥ resto respectivamente. Los
mismos deben cumplir las dos condiciones siguient

e FEl grado de R(x) debe ser menor al del divisor QO(x)
o Il producto del cociente por el divisor, mas el resto debe dar el dividendo, es
decir C(x).0(x) +R(x)=P(x)

Dividiendo los dos miembros de la igualdad anterior por el divisor Q(x) resulta:

€06 RE) _PE) PO _ o, RE)
0w 0@ 0k 00 o)

Esto se expresa coloquialmente diciendo que toda division se puede expresar como el
cociente mas la fraccion entre el resto y el divisor.

El conjunto de pasos que se aplica para obtener el cociente y el resto de una division se
llama algoritmo de la division.

Ambos polinomios se ordenan en forma decreciente teniendo en cuenta los exponentes
de las potencias de la variable, y se completan las que faltan con coeficiente cero. Este
proceso se denomina completar y ordenar 1os polinomios.
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A continuacion se dividen los monomios de mayor grado de dividendo y divisor, para lo
cual se dividen los coeficientes y se restan los exponentes de la variable. El resultado asi
obtenido se multiplica por el divisor, lo colocamos ordenadamente debajo del dividendo
para restarlo del mismo. Por tal motivo al sustraendo le cambiamos los signos y se
transforma en una suma.

El polinomio asi obtenido es de grado menor al del dividendo pues el monomio de
mayor grado se elimina. Se llama primer resto parcial.

Tomando a este ultimo como un nuevo dividendo se repite la operacidn antes realizada.

En Matematica los procesos que se repiten para calcular u obtener algo se llaman
iterativos. Cuando se llega a un resto parcial de grado menor al del divisor, se detiene el
proceso.

Veamos un ejemplo: calculemos la division entre
P(x)=4x575x73x3+1 y Q(x):2x3+x—4x2—2

Los completamos y ordenamos en forma decreciente disponiéndolos uno al lado del
otro como sigue

P(x) = 4x" + 0 MM Fr O el i O(x)=2x" —4x* +x-2

Los disponemos para efectuar el algoritmo de la division en sucesivos pasos

4 + 0 -3+ 0 —5x +1 | T
L AT 2x% + 4x +%

22 R B 48N |5

-8t £ 16x° = 4x* + 8x

MR G e el

AN 2 11
1% +22x Axﬂl

22x2—%x T

|
El cociente es C(x) =2x> + 4x +12— yvelresto R(x)=22x" %x +12

Como verificacion calcular C(x).Q(x) y luego sumar a este resultado R(x), debiendo dar
como resultado final P(x).

Se puede operar con los coeficientes de los polinomios separadamente y no escribir las
potencias de la variable (método de los coeficientes separados) con lo cual se simplifica
la escritura y se gana tiempo. El ejemplo anterior queda de esta forma
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11 0 3 1
= 11
11 22 5 11
22 2 12
2

El cociente es C(x) = 2x% + 4x +121 yelresto R(x) = 22x° —%x +12
Ejercicio N°14

De cada una de las divisiones entre polinomios calcular el cociente y el resto,
verificando los resultados.

a) (3x° +2x* —4x+5):(x+2) b) (x* +4x" +5): (x* +x+2)
¢) (F +2x' 48’ + 2 +2):(F +2x—-1)  d) (' —4x +6x7 —dx+1):(x" —2x+1)

Respuestas:

a) C(x)=3x>—4x+4 R(x) = -3

b) C(x) = ¥’ —x+3 R(x)= —x—1

¢)C(x) = x* +2x-6 R(x)= 2x*+14x-4
d) C(x) = x* ~ 3wl R(x)=0

Regla de Ruffini

Es una forma abreviada de calcular la division de un polinomio de una variable P(x),
ordenado y completo, por un binomio de la forma (x + a), es decir la variable més un
namero positivo o negativo.

Se opera separadamente con los coeficientes, disponiendo los del polinomio dividendo
P(x) en una linea horizontal, comenzando por el de mayor grado y terminando en el
independiente. En el extremo izquierdo del segundo renglén se coloca el valor que anula
al divisor (x + a), es decir el namero a cambiado de signo. En la tercera fila se comienza
con el primer coeficiente de P(x), dispuesto en la misma columna que el primero de la
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primera fila. Cada elemento de la ultima fila se multiplica por el valor (—a) del extremo
izquierdo de la segunda, y el resultado se coloca en la columna siguiente de la segunda.
Se suman los valores situados uno debajo del otro de la primera y segunda fila, y su
suma se sitta en la tercera fila. Este proceso se repite hasta el final.

Los niimeros dispuestos en la tltima fila son los coeficientes del cociente que tiene
grado menor en 1(uno) al del dividendo, salvo el Gltimo que es el resto de la division.

Si éste es cero la division es exacta.

(ax" + ax" ' + ax" 7 .t @ X tan):(x + a)
ap a B e an an
—a| ag(=a)  ci(=a)  cooresssi Ch2(—a) ¢y (—a)
a Ci C2 gl .l Crnd A
Siendo: ¢; = a; + a(-a) 7 ¢ = a + ¢(-a) . Cn = 8ptCn- (—a)
cociente Cx)=ax"! + X" 2 + X" HieeerinF CnaX + Cny
resto R(x) =c,
Veamos un ejemplo numérico. Hagamos la divisién GxX +2x—-x>+4):(x+2)
Completando y ordenando %08 F DR -2 ) B 2
3 0 1 0 2 4
o -6 12 -2 44 97
’ 3 —6 11 —22 46 -88

cociente C(x) = 3x* —6x" +11x* —22x +46
resto R(x) = —88
Ejercicio N°15
Aplicando la regla de Ruffini calcular cociente y resto de las divisiones
a) (2x° +x* —x* +12):(xF1)
1 3
b (=2 =2x* + =2 + ) (x—1
)ik G et 1y Yalx—1)
¢) (x* -2x° -x* +2x—1):(x+—;-)
5 4 2 2 2 3
d) (x" +3x —Ex +2x+§—6x Yi(x=1)

€) (x* +8x° +24x> +32x+16): (x+2)
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Respuestas:

a) C(x)=x" -3x"+2x-2 R(x)=14
b) C(x):—2x3—%x2+l R(x)=1
, . 5 115 31
c Cr R i 2+_ et R a2 i
) S g Rt T *="1%
~ 4 3 2 8 2
d) C(x)=x"+4x —2x‘—§x—§ R(x)=0
e) C(x)=x"+6x>+12x+8 R(x)=0

Ceros de un polinomio de una variable

Dado un polinomio de una variable P(x), la misma puede ser sustituida por un nimero
real x=a. Lo escribimos poniendo P(a). Operando se llega a un resultado que se
llama valor numérico de P(x) para x=a.

Ejemplo:

Calcular el valor numérico de P(x)=3x'+2x+5 para x=2. Reemplazamos en el
polinomio la x por el nimero 2. Resulta:  P(2) = 3.2° +22+5=24+4+5=33.

Pude que el valor numérico obtenido sea cero. En ese caso el numero reemplazado se
llama cero o raiz del polinomio.

Se llama cero de un polinomio a todo mimero que sustituido en lugar de la variable
hace que el polinomio tome el valor numérico cero

Los ceros o raices del polinomio son niimeros muy importantes en la resolucion de
ecuaciones y en la factorizacion de los polinomios.

Se demuestra que la cantidad de ceros de un polinomio coincide con el grado del mismo
cuando operamos con los numeros complejos. Siendo los reales un subconjunto de los
complejos, operando con los reales la cantidad de ceros puede ser menor que el grado
del polinomio. Para polinomios con coeficientes reales, la cantidad de ceros reales es
igual al grado restandole un namero par. Si el grado es cinco, el nimero de ceros reales
es 5,3 6 1. Si el grado es dos, los ceros reales son 2 6 ninguno.

Si al dividir P(x) por x—a el restoda cero, y el cociente es C(x), podemos escribir al
polinomio dado como el producto del divisor por el cociente, es decir

P(x)= (x—a).C(x). Si en esta igualdad le asignamos a la variable x el valor a queda
P(a)=(a-a).C(a)=0.C(a)=0

Luego a es un cero del polinomio y la division por (x —a) es exacta. Resulta asi que:
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El miimero a es un cero de un polinomio, si y solo si, la division del mismo por x —a es
exacta

Ejercicio N°16

Comprobar si los niimeros dados en cada caso son ceros del polinomio utilizando la
regla de Ruffini

a) X —4x’+x+6 six=2, x=3 x=-1
b) x*—5x* +4 si x=1, x=-1, x =2, x=-2
¢) X +5x*—2x—-6 si x=-1, x=2, x=3

Respuestas

a) Xx = 2escero; X = 3escero;

b) x = lescero; X E50870,_X=21es.¢CTO; —2 escero

- o —
- -
—

Economicas / _._‘

—

Lomas
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Factorizacion de polinomios

Un polinomio con coeficientes reales se llama primo en R cuando el tnico polinomio
con coeficientes reales que lo divide exactamente es el mismo. En caso contrario el
polinomio se puede factorizar, lo cual consiste en descomponerlo en producto de
polinomios primos.

La factorizacion de polinomios de una variable esta relacionada con el conocimiento de
los ceros de los mismos. Por lo visto anteriormente, si x, es un cero de P(x)la division

de P(x)por el binomio de grado uno (x—xl)es exacta. Llamando Q(x)al cociente
podemos poner: P(x)=(x—x,)0(x)

Si x, es un cero de Q(x) (que también lo es de P(x)), dividimos a Q(x)por
(x—xz)dando resto cero y como cociente otro polinomio S(x). Luego
O(x) =(x—x,)S(x) . Reemplazando resulta  P(x) = (x=x,)(x—x,)S(x).

Este proceso se puede continuar utilizando todos los ceros reales de P(x), que a lo
sumo son tantos como el grado del polinomio. Por lo tanto:

Un polinomio se puede expresar como el producto de los binomios de grado uno, que
son las diferencias entre x y las raices o ceros del mismo, por el coeficiente del
monomio de mayor grado

En la igualdad anterior a es el coeficiente de x" y n el grado de P(x).

Para determinar los ceros racionales de un polinomio con coeficientes enteros se puede
aplicar el teorema de Gauss.

o Si el coeficiente de la mayor potencia de x es 1 (uno), las raices enteras del
polinomio son divisores del término independienie (el que no tiene x).

e Si el coeficiente de x" no es 1, las raices racionales (enteras y fraccionarias)
tiecnen como numerador un divisor del término independiente y como
denominador un divisor del coeficiente del de mayor grado

De esta forma se prueba por medio de la regla de Ruffini cuales de los divisores son
ceros del polinomio. Cuando se llega a un cociente de grado dos, los ceros del mismo se
determinan por medio de la f6rmula resolvente de la ecuacion de segundo grado

— —b+\p* —dac
2a
Ejemplos:

a) Factorizar el trinomio P(x)=2x"+3x—5

Como es de grado dos determinamos los ceros aplicando la férmula anterior
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- i

22 4

T B AL O -3+
. 343 ~42.0-5) =347 = i xz_g

N 5
Por lo tanto la factorizacion es P(x)=2x +3x-5=2(x-1)(x+ 5)

b) Factorizar el polinomio Q(x)=x’ —2x* —5x+6

Es de grado 3, por lo tanto no podemos aplicar la formula de resolucion de las
ecuaciones de grado dos. Debemos encontrar algiin cero para reducir el grado del
polinomio. Los coeficientes son enteros y el de mayor grado es 1. Podemos aplicar

teorema de Gauss en su primera version.
Las posibles raices enteras del polinomio son divisores del término independiente, o sea

de 6.
Los divisoresde 6son: { +1;+2 ; £3 ; +£6}.
Aplicando la regla de Ruffini probamos si 1 es un cero, para lo cual dividimos al

polinomio por (x—1)

1 -2 -5 6
1 1 —1 -6
l 1 ~1 —6 0 = resto

Como el resto da cero, el 1 es una raiz del polinomio.
El cociente es de segundo grado C(x)=x"—x-6 del cual se obtienen las otras dos
raices aplicando la formula resolvente de la ecuacion de segundo grado

I+f(=1)*—4.1.(<6) 15
2.1 o 2

¥P-x-6=0 = x= & =3 Alx =1

O(x)=x"-2x"-5x+6=(x—1)(x-3)(x+2)

¢) Factorizar el polinomio S(x) =2x" +x° —9x* —~4x+4

Como en el ejemplo anterior, al tener coeficientes enteros, aplicamos el teorema de
Gauss. El coeficiente del monomio de mayor grado es 2, con lo cual puede haber ceros

que son fracciones.
El numerador de las mismas es un divisor del término independiente que es 4.
El denominador un divisor del coeficiente del término de mayor grado, es decir de 2

posibles numeradores =>divisores de 4 = {i] - i ¢4}

posibles denominadores = divisores de 2 = {il ;B2 }

Formamos todas las combinaciones posibles obteniendo:
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g - 1
posibles ceros racionales = {J_rl il /- X +5}

Vamos probando por medio de la regla de Ruffini que divisiones dan resto cero

2 1 -9 = 4
1 2 3 ; 10
2 3 -6 ~10 —6+0
-1 3 | 8 4
2 1 -8 4 0
3 4 6 4
) 3 = 0

Cuando probamos con 1 el resto no dio cero. Luego I no es raiz del polinomio.

Con (~1) y con 2 los restos resultaron cero. Luego estos dos niimeros son raices del
polinomio. De los cuatro ceros que puede tener el polinomio. conocemos dos. El
cociente al cual llegamos es de grado dos, C(x)=2x"+3x—-2. lo que nos permite
calcular los dos ceros restantes aplicando la formula resolvente vista anteriormente.

7731LJ32—4.2.(—2) -3 - |
. =

I
b 7 4 ‘1 3

z x, =12

. . I " i g
Los ceros del polinomio son {—l g 20 2 : ~2} y el polinomio factorizado es

S(x)=2x"+x -9x" —4x+4 =2(x+1)(x —2)(x—%)(x+2)

Ejercicio N*17

Factorizar los polinomios calculando previamente los ceros de los mismos

a) 3x*-2x-8 byu—x’ +5%=6 c) 2x° —11x+5 d) 4x* -12x+9
€) 3x° - x* -3x+1 f) x* +2x =132 —14x+24 g)x* —13x" +36
Respuestas:

a) P(x)=3x" —2x—83(x—2)(x+%}z(x42)(3x+4)

b) P(x)=—x*+5x—6=—(x-2)(x-3)
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¢) P(x)=2x"-1 1x+5:2(x~5)[x-;-] =(x-5)(2x-1)
d) P(x)=4x*-12x+9 :4&%}[;{;):(2):&3)(2%3) =(2x-3)’

e) P(x)=3x"-x>-3x+1 :3(x~%)(x—l)(x+l)=(3x—1)(x*1)(x+1)
D) P(x)=x"+2x" —13x* —14x+ 24 = (x -1)(x+2) (x-3)(x +4)

g) P(x)=x*-13x +36 = (x—2)(x+2)(x-3)(x+3)

Factor comiin

A veces los polinomios se factorizan sin conocer las ceros de los mismos.
Un caso, el mds simple, es el de sacar un factor comtn en todos los monomios. En cada
uno de los monomios hay multiplicaciones y por consiguiente factores.

{ Si en todos 1os monomios hay un factor repetido se lo denomina factor comiin.

Se coloca adelante, multiplicado por el polinomio que resulta de dividir a cada
monomio del polinomio dado por el factor comun sacado.

Estas divisiones deben dar monomios, para lo cual el coeficiente del factor comin
puede ser cualquier nimero real diferente de cero, y la parte literal consta de las letras
que aparecen en todos los monomios, elevadas al exponente menor a los que estin
elevadas en el polinomio.

Este proceso equivale a aplicar la propiedad distributiva de la multiplicacién con
respecto a la suma, pero en sentido inverso.

x(a+b—c)=xa+xb—xc sentido directo
xa+xb—-xc=x(a+b—¢) sentido inverso
Ejemplos:

a) Sacar factor comin en el polinomio 6x° ~9x* +12x°
Factor comun numérico puede ser cualquier real que no sea cero. Si queremos que den
unicamente enteros es el 3.
La “x” aparece en todos los monomios, luego es factor comun, y el exponente menor al
que aparece es 3. Por consiguiente el factor comiin es 3x°. Hay que dividir a cada
monomio por el factor comuin extraido, dando.

B i SN e )
Si no imponemos que los coeficientes sean enteros, podemos sacar factor comun, por
ejemplo a 6x°, resultando

6x’ —9x" +12x° =6x°(1 %er 2x%)

Tener presente que ningun monomio del segundo polinomio puede ser cero. Lo mds
simple que queda es 1.

b) Sacar factor comtn en el polinomio 4x°y* —12x*y’ +3x°)".
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Se trata de un polinomio con dos variables. Como parte literal podemos sacar a 2y
de coeficiente el nimero que consideramos conveniente, por ejemplo 4

4x’y* —12x*y’ +3x%y° :4x2y2(x#3x2y+%]

Cuando se quiere verificar el resultado, se aplica la propiedad distributiva en el segundo
miembro y debe dar el del primero.

Ejercicio N°18

Sacar factor comun en los polinomios

a) 24x° -32x" +48x°

b) ;xs —%x“ +%x2 de forma tal que sean enteros los coeficientes del nuevo polinomio
¢) 4x° —12x° +3x" de forma tal que el coeficiente de mayor grado sea “17.

d) 20x*y*z* —75x* yz° + 90x%z°

e) 4(x+2)° —2x(x+2)
Respuesias:

a) 24x*=32x* +48x° =8x* (?uc‘l +6x° — 4)
3,5, 7, 1

b) —x ——x" +—x ——x2(12x—10x2+7)
2 -4 8 8

) 4x° —12x° 4+ 3x' = 12x° xj—lx—lj
4 3

Gy~ w80 S’ (4xy2 —~15x%yz + 1824)
e) 4(x+2)' —2x(x+2)° =2(x+2)’ (—x" —4x’ ~4x+2)

Cuadrado de un binomio

Recordemos que la potenciacion no es distributiva con respecto a la adicion y
sustraccion. Por lo tanto si debemos calcular el cuadrado de un polinomio
P(x)debemos multiplicarlo por si mismo, es decir P(x).P(x). Si hay que elevarlo al
cubo se realiza P(x).P(x).P(x), y asi sucesivamente. Para el cuadrado de un binomio
hay una formula que permite escribir directamente el resultado, y se obtiene asi:

I(Jc+a)2 =(x+a)x+a)=x"+xa+ax+a =x"+2ax+d’

El resultado final es la suma de los dos cuadrados de cada monomio, mas el doble del
producto de los mismos.
Todos recuerdan la frase

El cuadrado de un binomio es igual al cuadrado del primero, mas el doble producto del
primero por el segundo, mas el cuadrado del segundo.
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Tener en cuenta que los cuadrados son siempre positivos y que el doble producto es
positivo o negativo, si los monomios son de signos iguales o diferentes,
respectivamente.

Ejemplos: desarrollar el cuadrado de los binomios

2 2
a) (%xs +4xy) = (%f] +(4ch)2 +2.[%x3].(4xy) =_£[Ix(’ +16x7y* +4x'y

2 2
b) 4)63—l (4X3)2+(—1J +2.4x‘1.[wl}:l6x“’+L—2x3
4 4 4 16

La formula del cuadrado de un binomio es valida cuando se trata de la suma de dos
término en general.

Ejercicio N°19
Desarrollar los cuadrados de las sumas o restas (observar que no todos son binomios)
: et . g
a) (2x* -3 b) | =x—=y c)|2x —= d) | 2x%=3x°
) (25°-3) )(5 3y] )[ xj )[
Respuestas:
a) (2x2=3) = 4x' 12249

2
b) [ExilwzyS :ix4+_2_9§y6_2x2y3

N 2 u
d) (2x2—3x3] -4 + B> 1100

Trinomio cuadrado perfecto

Cuando tenemos un trinomio o, para ser mas general, una suma algebraica de tres
términos, puede que provenga del desarrollo del cuadrado de una suma o resta de dos
términos. Operando con polinomios, a los trinomios de este tipo se los llama frinomios
cuadrados perfectos.

Para que se verifique esto, de los tres monomios dos de ellos se deben poder escribir
como el cuadrado de otro monomio,

Esto es posible si tienen coeficiente positivo y ademds los exponentes de las letras son

a

numero pares.
Ademas el restante monomio debe ser el doble del producto de las bases de los

cuadrados. El signo del doble producto determina si se trata del cuadrado de una suma
0 de una resta.

Verificado todo esto, el trinomio se escribe como el cuadrado de un binomio y queda asi
factorizado.
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Tener en cuenta que todo nimero positivo es el cuadrado de otro, que se obtiene

2 2
sacando la raiz cuadrada. Asi resulta que 16 =4°, 5= (\/5)2 4 %ﬁ [ %J = [i}]

Ejemplos:
Factorizar, de ser posible, como trinomio cuadrado perfecto

a) 4x°+25+20x’. Es un trinomio pues tiene tres monomios. El tercero no es un
cuadrado pues el exponente de la “x” es impar. El primero es el cuadrado de 2x’ yel
segundo el de 5. Haciendo el doble producto 2.2x>.5 = 20x’ se observa que coincide
con el tercero. Luego el trinomio se puede escribir

4x° +25+20x° = (26 + 5)2
b) 9x* +4—12x>

En este caso los dos primeros monomios son cuadrados de 3x’ y de 2. El doble de su
producto es 2.3x°.2 =190

Que coincide con el otro monomio, y como es negativo se trata de una diferencia
elevada al cuadrado. Asi puede ponerse

ox* +4-12¢ = (3:2 - 2) =(2-3#°)
Ejercicio N°20
Analizar si los trinomios son cuadrados perfectos y factorizarlos, de ser posible
a) 4+25y°+20y  b) 49x°-14x’ +1  ©) gx2ﬁ4x~—9 d) 4x" +9+6x7
e) 20x* —4x°%-25 ) (4x+1)° +25+10(4x +1) g)16x° +25y° +40x°y’
Respuestas:

a) 4+25y% +20y = (2+5y)’
b) 49x° — 14’ +1= (7 =1) = (1-7x)
c) %xz ~4x-9 no es trinomio cuadrado perfecto pues el 9 que tendria que ser el

cuadrado del segundo es negativo (los dos cuadrados deben ser positivos)

d) 4x*+9+6x’ no es trinomio cuadrado perfecto pues el doble del producto de las
bases es 2.2x%.3 = 12x* # 6x".

&) 20x° —4x° =25 = —(4x° - 20x° +25) = (2 -5) =~(5-2x)

f) (4x+1)° +25+10(4x +1) = (4x +1+5)" = (4x+6)’

g)16x? +25y° +40x*y’  no es trinomio cuadrado perfecto pues el doble producto de
las bases no concuerda con el tercer monomio.
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Diferencia de cuadrados

Veamos que se obtiene al multiplicar una suma por la diferencia de los mismos
términos.

(x+a)(x-a)=x*-xa+ax-a* =x*-a’
El resultado es la diferencia de los cuadrados. Si procedemos en sentido inverso,
podemos decir que:

Toda diferencia de cuadrados puede expresarse como la suma de las bases por la
diferencia de las mismas.

Esto permite factorizar directamente a las diferencias de cuadrados de dos términos.
Tener presente lo anteriormente dicho para saber si un monomio es o no cuadrado de
otro monomio.

Ejemplos:
Factorizar, de ser posible, las diferencias:

a) 4x° — 2% (2x3)2 =5t = (2x3 -z—5)(2x3 —5) la Gltima diferencia no es de cuadrados

pues el exponente de la “x™ no es par.

b) 4x* ~9=(2x*) ~3* = (2x’ +3)(2x" - 3) esta ultima diferencia es de cuadrados pues

el exponente de la “x” es par, y todo niimero positivo se puede expresar como un
cuadrado

Dy = (xfix)z —(\/5)2 = (\/Ex+ \/5)(\/51—\/5) vy sustituyendo en la igualdad

anterior

4xt =9 =(2%°) =3 =(2+" +3)(V2x+3)(V2x —B)
Ejercicio N°21
Empleando diferencias de cuadrados factorizar las diferencias

a) x*-16 b) 100x’ —1 c) %x4—625 d) x’y* 49 e)x* -1

Respuestas:

a) x' —16=(x* +4)(x+2)(x-2)
b) 100x* —1=(10x+1)(10x-1)

1
c) —!—x" - 625 u[lxz +25) lx+5)(—x—5j
81 9 3 3

d) x*y*—49 :(Jny2 Jr')’)(xy2 —7)
e) x* -1 :(x4 +])()c2 +l)(x+l)(x—l)
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Ejercicio N°22

Combinando los diferentes métodos vistos factorizar los polinomios

a) -7 410 b) x* —4x* +4 c) x* -1 d) 2 4=x”
€) (xz—lﬁ)(x2+6x+9) ) o —6x* +11x' —6x?
Respuestas:

a) X’ —7x” +10x =.x(x-2)(x—5)

b) Jc"—4x2—i-4=(x~l~\/5)2 (x—\/f)z
¢) ¥ —1=(x-1)(x* +x+1)
d) x° +x? —xz(x+1)(xz— j :
)216x+6x / 4)(x+3)
f) x

TR
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Fracciones algebraicas

Una fraccion algebraica es una fraccion en la cual tanto el numerador como el
denominador son monomios y/o polinomios, es decir expresiones algebraicas enteras.
Con ellas se opera en forma semejante a como lo hacemos con las fracciones numéricas.
Primeramente recordemos como se las simplifica.

Simplificacion de fracciones algebraicas

Hay que dividir al numerador y al denominador por un factor comin que posean los

mismos y no se anule.
Por lo tanto debemos determinar los factores que poseen los dos polinomios. Para ello
es necesario factorizarlos, y posteriormente se divide a ambos por los factores comunes,
aclarando que se excluyen los valores numéricos que hacen tomar a éstos el valor cero
Ejemplos:
5
x -9 ., -
a)Sea ————— la fraccion que queremos simplificar.
x +6x+9

El numerador lo factorizamos como una diferencia de cuadrados y el denominador
como un trinomio cuadrado perfecto
=9 (#+3)(x-3)
P46x+9 (x+ 3)2
Los dos tiene en comin el binomio (x +3). Los dividimos por el mismo teniendo
presente que esto es valido si x + 3 # 0, es decir si x #—3. Queda

o ) _ (x+3)(x73) _ e
X7+ 6x 00 (x+3)2 X+3

Quiere decir que ambas fracciones se equivalen para cualquier numero real diferente

de (-3).

con X #—3

. X : ?-7x+10
b) Simplificar la fraccion xz—x+_
x —5x+6

Solucion:
Factorizamos a ambos polinomios hallando los ceros de los mismos. Para ello
aplicamos la formula resolvente de la ecuacion de segundo grado.

LTEJT) 40100 743

¥ -Tx+10=0 =\ x= ='x, =5 ~Nfx, =@
2.1 2 y

g 5+(=5)" =416 5+

X —=5x+6=0 = x= { 2)1 :5213 X=3 AN x,=2

Sustituimos los polinomios por su forma factorizada quedando

¥ =7x+10 N (x=5)(x-2) _x-5
X —5x46 (x—3)(x—2) x=3

anulen,osea x#3 A x#2

con la condiciéon que los denominadores no se
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Ejercicio N°23

Simplificar las fracciones

3x+6 b x*—3x+2 ; (x2~9)(x27x730) WEE N
x’+8 x —6x> +11x—6 (x2—9x+18)(x+3) X +4x+3
Respuestas:
a) 3)f+6: 3(x+2) =— J con x# -2
x +8 (x+2)(x2—2x+4) x"—2x+4
2 — —
b) =— =Gl e-lj(e-2) L eon pela el A 223

X6 +11x-6 (x-1)(x-2)(x-3) x-3
() (e
(x2—9x+18)(x+3) (x=6)(x—3)(x+3)

X +3x7 —x=3 - (x+1)(xﬁ])(x+3) e

d - I a o1
L (x+3)(x+1) e

=x+5 con x¢{3; -3 6}

Suma y resta de fracciones algebraicas

Las fracciones deben tener el mismo denominador, y en este caso se opera directamente
con los numeradores dejando el mismo denominador.

Si los denominadores son diferentes, debemos hallar fracciones equivalentes a las
mismas que tengan el mismo denominador. A este proceso se¢ lo denomina reducir a
comiuin denominador.

El denominador comun es un multiplo de los denominadores de las fracciones dadas,
habiendo infinitos pero generalmente se toma el de grado menor, al cual llamamos
minimo comun denominador.

Se lo obtiene multiplicando los factores comunes y no comunes (estan en todos o en
algunos) de los denominadores, los que previamente deben ser factorizados. En
conclusion procedemos asi:

Descomponemos a los denominadores en sus factores
Formamos el minimo comin denominador

e Dividimos al mismo por el denominador de cada fraccion y el resultado se
multiplica por el correspondiente numerador.

e Se opera con los numeradores obtenidos, dando un polinomio que se factoriza
para simplificarlo con el comun denominador.

Tener siempre presente que las fracciones tienen sentido para valores que no hagan cero
los denominadores de alguna de ellas.
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Ejemplo:
2% x-3 1 2x x=3 |

5% +x2 3x+2 x+2 - (x+2)(x—2)+(xfl)(xﬁZ)ux+2 -
_ Zx(x—l)+(x—3)(x+2)—l(x—2)(x—]) _

(x+2)(x-2)(x-1)

_2x2—2x+x2+2x—3x—6—x2+2x+x—2_ 2%°—8
(x+2)(x—2)(x—l) (x+2)(x—2)(x—l)

~ 2(x+2)(x-2) _
(x+2)(x—2)(x—l) x-1

con x#=-2Axz22A x#1

Ejercicio N°24

Calcular las fracciones equivalentes a :
x+2 x-1

a) =
x—1 x+2
2x 2 3

b)

2 T -
x=1 x"=3x+2 =x-2
x2+3x—4+l-—x_ 1
2 -SxLar=A -1
Respuestas:

x+#20x=-1  B3(2x+])

a) = con x#la x#-2
a1 w2 (- IWxt+2)

b) 22x i ?x+l MEED 21 con x#l A x#£-1 A x#2
x -1 x-3x+#2 %2 1&x
x B8 1 O 3

CORam X = 3™ A Bx #uk

¢ x —5x+6+x—3 B2 =(x—3)(x—2)

Multiplicacion y division de fracciones

Para multiplicar las fracciones algebraicas se multiplican los numeradores entre si y
los denominadores entre si, dando respectivamente el numerador v el denominador de
la fraccion resultado.

Si se conocen factores comunes a ambos se los puede simplificar con las debidas
aclaraciones de no nulidad.

En el caso de la division se la transforma en multiplicacion, para lo cual la primer
fraccion se multiplica por la reciproca de la segunda, es decir del divisor.

Ejemplos:

X ¥3%-10 x* 5$2%-3 x+1

a) - . . = factorizamos a cada polinomio y
x -1 x4y X" —06x48

simplificamos los factores comunes entre algiin numerador y algiin denominador.
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B (x—2)(x+5) (x+ 3)(x—1)

x+1 x+3
= . : = con xei1-5 2:1; -1, 4
(x+l)(xfl) x+5 (fo)(x—4) x—4 { }
2 -1 x—1 ; ; C e
R factorizamos y convertimos la division en multiplicacion
x'—4 x"—4x+4
x—1D)(x*+x+1 - io? X+x+1)(x-2
*( )( )(x ) :( )( ) con xe{—2; % l}
(x+2)(x-2) x+2
Ejercicio N°25
Realizar los cdlculos
2f 2_4
a)[ ] x;+5 b) x 4wx X
x+2 x -4 = | x—1
2 1 ) x*-3x+2 2 2lx-T)(4x+1 2x+1
c) - e d) - +
x—2 x-1) x +3x 7—% T+x T-—x
Respuestas:

x+5

x—1 . -
[r+2_ J x—4

x2—4fx—4
( J x—1 x—4

2—x

c)( 2 J x e N
X — 2 x—1 % S e
d) g’ ——21x A 4x+1

7+x 7—x

si x#T7 A x#-7

siendo xe{—2; 2: —5}

siendo xe{—z; 7 l}

siendo x@{O; g 13 —3}

+2x+]J=%(7+x)

¢2li\!469
<
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Ecuaciones en R

Una ecuacion es una igualdad en la cual intervienen uno o mds valores desconocidos que
se representan con letras y se llaman incégnitas, verificindose la igualdad para ciertos
valores de las incognitas.

En caso de satisfacerse la igualdad para cualquier valor que demos a las letras (dentro del
conjunto de elementos con el cual operamos) se llama identidad.

Ejemplo:

a)3x’ +5x—2=x con xe Resunaecuacion en R con una incdgnita, pues:
e esunaigualdad
e aparece el valor desconocido representado con x
e ysix=2no se satisface la igualdad.

b)x* —4=(x+2)(x—2) ‘con xR es una identidad en R, pues:

e Vxe Rlaigualdad se verifica.

5 11 . o
¢) 3+—=— es una ignaldad pero no es una ecuacion, pues:

e no hay ninguna incognita
d) ¥’ —4x—10 no es una ecuacion pues:
e hay un valor desconocido representado por x pero no es una igualdad.

En definitiva para que una expresion sea una ecuacion debe satisfacer tres condiciones:

e Ser una igualdad
e Haber valores desconocidos(incognitas)
e FExisten numeros que puestos en lugar de las incognitas no satisfacen la igualdad

Clasificacion de ecuaciones

Las ecuaciones se clasifican por la cantidad de incoégnitas (cada una representada con una
letra diferente X, y, z, u, etc). Con una, dos, tres, etc.incognitas.

También teniendo en cuenta las operaciones u operadores que afectan a las incognitas.
Pueden ser: algebraicas, trascendentes, trigonométricas, exponenciales, logaritmicas,
matriciales, diferenciales, integrales, etc.

Las ecuaciones algebraicas son las que pueden escribirse como una expresion algebraica
igualada a cero. Recordemos que en una expresion algebraica la (o las) variables
intervienen en operaciones algebraicas. Es decir como sumandos, minuendos, sustraendos,
factores, divisores, bases de potencias y radicandos.

Ejemplos:

5x+21=0 4§x3+4x71020 : 3x+]+ i =0 ; 3Y2x-1-4x+1=0
2 x—2 3x-1

Dentro de las algebraicas las mas simples son las que se expresan por medio de un
polinomio igualado a cero o forma equivalente. Se las denomina ecuaciones enteras o
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polinémicas. En este tipo de ecuaciones la incégnita no puede aparecer en un divisor ni
bajo el operador de radicacién. De los ejemplos anteriores las dos primeras son
polinémicas.

Le siguen en grado de dificultad las ecuaciones fraccionarias donde la incognita interviene
en uno o mas divisores; hay fracciones algebraicas. De los ejemplos, la tercera es
fraccionaria.

Por altimo tenemos las ecuaciones irracionales en las cuales la incognita aparece en uno o
mas radicandos, es decir que esta afectada por el operador de radicacion. La ultima de los
ejemplos es un caso de ecuacion irracional.

Grado de una ecuacion

Las ecuaciones polinémicas se clasifican por el grado, que estd indicado por el grado del
polinomio reducido igualado a cero.

Ejemplos:

a)3x+6=0 es una ecuacion polinémica con una incognita de grado uno
b) 2x* +6x—12=0 es una ecuacion enfera con una incognita de grado dos

¢) x* +6x-25=0 €S una ecuacion polinémica con una incognita de grado tres

d) (x- 1) +(3x~2)(x+2)=0 es polindmica pero para determinar el grado hay que
reducir a su expresion minima al polinomio. Para ello operamos:
(x—l)2+(3x—2)(x+2):x2~2x+1+3x2+6x—2x—4:4x2+2x—3 resultando  la

ecuacion 4x’ +2x-3=0 la cual es de grado dos.

Solucion de una ecuacion

Una solucion de una ecuacion con una incognita, es todo numero real que sustituido en
lugar de la incdgnita en la ecuacion hace verdadera a la igualdad.

Esto se expresa diciendo que verifica o satisface a la ecuacion. El conjunto formado por
todas las soluciones de la ecuacion se denomina conjunto solucion S.

Resolver una ecuacion consiste en hallar el conjunto solucion.

En el caso de las enteras, escritas como un polinomio igualado a cero, para resolver la
ecuacion hay que hallar los ceros o raices del polinomio. El conjunto solucion esta
formado por los ceros del polinomio. Luego la cantidad de soluciones de la ecuacion en R,
coincide con la de ceros del polinomio en R. Como lo hemos visto en polinomios, esa
cantidad a lo sumo es igual al grado de la ecuacion, o menor en un niimero par.

Una ecuacion de grado 1 tiene una solucion real.

Una de grado dos tiene 2 soluciones reales o ninguna.

Una de grado 3 tiene tres soluciones reales o una.

La de grado 4 tiene cuatro soluciones reales, dos o ninguna. Efc.

En forma excepcional se puede dar el caso que el conjunto solucion sea vacio, es decir que
la ecuacion no tiene solucion. No hay ningin ntimero real que la verifique.

Ecuaciones equivalentes

Dos ecuaciones se llaman equivalentes cuando tienen el mismo conjunto solucion.
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La forma de resolver una ecuacion es obtener ecuaciones equivalentes a la primera, que
sean cada vez mas simples. La mas sencilla es aquella en la cual en un miembro de la
igualdad (generalmente el primero) se encuentra la incdgnita (sin ninguna operacién sobre
ella) y en el otro un nimero. Este es precisamente una solucion de todas las ecuaciones que
se fueron obteniendo en este proceso (todas equivalentes).

Para obtener ecuaciones equivalentes nos basamos principalmente en dos propiedades de
las ecuaciones que pasamos a citar.

e Si a ambos miembros de una ecuacion se les suma un mismo niumero o expresion
que contenga a la incognila, la ecuacion obtenida es equivalente a la primera.

e Siaambos miembros de una ecuacion se los multiplica por un niimero diferente de
cero, 0 una expresion de la incognita que sea diferente de cero, la ecuacion que se
obtiene es equivalente a la inicial.

La primera propiedad se utiliza cuando queremos eliminar en uno de los miembros de la
ecuacion a un término. En este ¢aso sumamos a los dos el opuesto del mismo

Ejemplo:

Sea Ix+6=8+7x y queremos eliminar del segundo miembro a 7x.
Para ello sumamos a los dos miembros el opuesto, es decir (—7x) quedando
3x+6+(—7x)=8+7x+(-7x) Aplicando las propiedades de la suma se reducen términos

y resulta —4x +6 =8 que es equivalente a la primera pero mas simple.

La segunda propiedad se utiliza para suprimir un factor o divisor de un término. Se
multiplican los dos miembros por el inverso o reciproco del mismo.

Tener presente que se multiplican todos los términos de los dos miembros pues se aplica la
propiedad distributiva de la multiplicacion con respecto a la suma y resta.

Veamos un ejemplo. Sea la misma ecuacion anterior 3x+6 =8+ 7x y nos proponemos
eliminar el factor 7 del segundo término del segundo miembro. Para ello multiplicamos los
dos miembros por 1/7 (reciproco de 7) y resulta

%(3)5 +6)= %(8 +7x) a continuacion utilizamos la propiedad distributiva citada

3 6 8 L)
7x +? ==X como vemos el factor 7 se elimind en el término en que estaba
El proceso por el cual se deja a la incégnita en un solo miembro de Iz ldad (no

apareciendo en ninglin otro lado) se denomina despejar la incognita.

Es conveniente tener en cuenta que para poder despejar a la incognita debemos obtener
una ecuacion equivalente a la dada en la cual la misma aparezca en un solo lugar.

Apliquemos las propiedades para resolver ecuaciones de primer grado.

a) Sea la ecuacion 3x+6=8.Como la incognita esta en un solo lugar es facil despejarla.
Esto se puede hacer de dos formas diferentes. En la primera eliminamos primero al 6 que
esta en el miembro de la “x”. Para ello sumamos (—6) a los dos miembros y queda:

3x+6+(—6)=8+(-6) operamos = 3x=2. Ahora se debe eliminar el factor 3 que
multiplica a “x” para lo cual ambos miembros se multiplican por el reciproco que es 1/3
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dandoé—ﬁx = %.2 y operando segin propiedades queda x :% llegando asi a la solucion de

- " s 2
la ecuacion. El conjunto solucion es S = 5

Otra forma de proceder es eliminar primero al factor 3. Multiplicamos por 1/3 ambos
e 1 .
miembros de la ecuacion inicial %.(3x+6) =§.8 operamos = x+2 g Para despejar

“x” hay que eliminar al 2. Lo logramos sumando en los dos miembros el opuesto (- 2)

8 2 =
X+24+(-2)=—+(-2) = x=— = S={—

3 3 3
2x+1 x-2 1-3x

= +

g 4

Vemos que los denominadores complican la ecuacion. Seria conveniente eliminarlos para
lo cual hay que multiplicar por un nimero que sea maltiplo simultineo de 3, 2, y 4. Hay
infinitos multiplos comunes y como es facil comprobarlo, son 12, 24, 36, etc. El menor
de todos ellos se llama minimo comin multiplo y es 12. Luego multiplicamos por 12 ambos
miembros, 'y aplicando la propiedad distributiva correspondiente es lo mismo que
multiplicar tedes los términos. Asf resulta

12. 2 r—2 =18 1 —43x +12.x simplificando y distribuyendo nuevamente queda

b) Tenemos la ecuacion con una incognita ¥

+12.

-y

o ]
8x+4+6x—-12=3-9x+12x= 14x-8=3+3x No podemos reducir mas a cada
miembro. El paso a seguir es eliminar a una de las “x" para que quede una sola, por
ejemplo a 3x. Para ello sumamos (-3x) a los dos miembros
14x -8+ (-3x)=3+3x+(-3x)=>11x-8=3  Eliminamos el (-8) sumando 8
11x-8+8=3+8= l1x=11
Por Gltimo multiplicamos por 1/11 quedando la solucion x =1. Entonces es § = {1}

La solucidn se puede verificar sustituyendo en la ecuacion inicial la “x” por 1 y ver que
da igual resultado en los dos miembros.

Ejercicio N° 26

Resolver las siguientes ecuaciones de primer grado y verificar la solucion hallada

a) 3(2xf4):%(4u3x) b) S2—6x)=3(4r+2)=0  ©) 3—52x :4x3+]

g) Comprobar si 2 y (—5) son soluciones de la ecuacion —x* ~3x+10=0

Respuestas
12 2 2 27 5
a) x=— b) x=— c) x=— d) x=— e) x=—
) =7 ) ¥=7 ) *=3 =5 ) ¥=13
f) no tiene solucion ) los dos valores satisfacen la ecuacion
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Ecuaciones de grado mayor que uno

Las ecuaciones de grado uno (con coeficiente de x diferente de cero) siempre tienen una
solucion, la que se obtiene despejando a la incognita. Sabemos que para poder despejar la
incognita la misma debe aparecer en un solo lugar de la ecuacion. Si interviene en mds de
uno hay que realizar un trabajo previo para que desaparezca de todos, menos uno.

En una ecuacion de grado dos la incognita esta en dos lugares y no se pueden juntar pues
los monomios que la contienen no son semejantes: ax’ +bx+c¢=0.

Vamos a explicar para los alumnos curiosos como se resuelve. Se pueden saltear los pasos
siguientes.

OPTATIVO

Resolucion de la ecuacion de segundo grado

Partimos de ax’+bx+c¢=0. Como la incégnita aparece en dos monomios que no son
semejantes, debemos utilizar algtin método que nos permita reunir a las “x”. El polinomio
es un trinomio de segundo grado, tratemos de transformarlo en un trinomio cuadrado
perfecto. Debe haber dos cuadrados y el otro ser el doble producto de las bases de los

cuadrados. El primer monomio tiene ya x*, pero la @ no esta al cuadrado. Para que tenga
exponente 2 multiplicamos ambos miembros por a, quedando:

a'x’+abx+ac=a0=0 = (ax)2 +(ax)b+ac=0
Tenemos ya el cuadrado del primer término del binomio a obtener. Falta el doble producto
del primero por el segundo. Evidentemente tiene estar (ax) que es el primero. Esto ocurre

en el segundo término, pero falta el 2 de doble. Para que aparezca el 2, multiplicamos por 2
al segundo monomio, y para que no se modifique lo dividimos por 2 al mismo tiempo:

(a.x)z +2.(ax).g+ac =0. Ya aparecen el cuadrado del primero y el doble del primero

por el segundo, el cual es claramente !23 Nos falta el cuadrado del segundo, o sea [—3—} .

2 2
Lo sumamos a ambos miembros dando: (atx)2 + 2.(ax).g s (—bz«] +ac=0+ [EJ

En el primer miembro consideramos los tres primeros monomios, los que forman un

_— . | bY , ,
trinomio cuadrado perfecto, pudiendo ser escnto(ax+—2-] . Nos queda asi la ecuacion

: bY bY ,
transformada en la equivalente ax+5 B = 3 en la cual la x esta en un solo lugar.

Por lo tanto podemos despejarla. Comenzamos sumando (—ac) a ambos lados

[ax+§]z +ac +(-ac) = (%JZ +(-ac) = (ax+12})2 zé-ac =%
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bY b’ —dac [ bJ b’ —4ac [ b)
- |lax+=| =—Z = |ax+—|=%,/——— = sumamos | —— | y luego
2 4 2 4 2

. 1
multiplicamos por (—]

a
b b’ —4ac b b'—4dac -btb*—-4dac

_ —b+b* —4ac

2a

X

Esta es la formula, muy conocida, para resolver la ecuacion de segundo grado en forma
directa, sin efectuar todos los pasos que planteamos anteriormente, en cada problema.

Las ecuaciones de fercer gradoy las de cuarto grado también tienen métodos de
resolucion exactos. La formula que resuelve las de tercer grado se llama férmula de
Cardano-Tartaglia en homenaje a los que la desarrollaron. Se usa muy escasamente y
nosotros no la vamos a utilizar. Las de mayor grado que cuairo no se pueden resolver en
forma exacta salvo casos especiales o sencillos.

Este apartado estd destinado a los alumnos que tienen curiosidad por saber el origen de
ciertos métodos que en la ensefianza media no se explican.

Resolucion de ecuaciones enteras de grado mayor a dos

En base a las necesidades del plan de estudios, las ecuaciones de grado mayor que dos,
cuando aparecen son muy sencillas. Generalmente se trata de obtener algin cero del
polinomio, para que posteriormente por medio de la regla de Ruffini, se reduzca el orden
de la ecuacion. Si es de grado tres y conocemos una raiz se la puede reducir a una de grado
dos, y posteriormente resolverla por la formula ya explicada. Si es de grado cuatro
necesitamos conocer dos raices para bajarla a grado dos.

Si los coeficientes son enteros podemos utilizar el teorema de Gauss ya visto para
determinar las raices enteras o racionales.

Cuando el polinomio estd factoreado e igualado a cero, se debe recordar que un producto
da cero cuando al menos uno de los factores es cero.

De esta manera la ecuacion original se desdobla en ecuaciones de menor grado.3

Ejemplos de resolucion de ecuaciones enteras:
g i 1 |
a) Hallar el conjunto solucién de: (3x—2)(x—5)+ [5 - x] = 5(1 —10x)
Se trata de una ecuacion entera que debe reducirse a un polinomio igualado a cero. Para
ello operamos algebraicamente con las expresiones dadas.

(3x2)(x—5)+(%—x)=%(1—10x) =»3x" —15x+2x+10+%~x:%~5x =5
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:>3x2—18x+g=l—5x = 3x2—18x+5x+%_%:0 =3x*=13x+10=0

Llegamos a la forma mas reducida de la ecuacion. Es de grado dos y aplicamos la formula

respectiva:
C13£4/13°-43.10  13+7 10

3x*~13x+10=0 = x= = = X=— A X =1
2.3 6 3 ’

S:{l; E}
3

b) Resolver la ecuacién: (2):2 +4x —4)(x +1)=2x% +3x+2

Reducimos el polinomio
(2 +4x—4)(x+1) =22 +3x+2 = 20" +207 +4x7 +4x-4x—4=2x"+3x+2 =

= 20 +6x7 -4-2x"-3x-2=0_= 2x’ 448 BF-6=0
Entonces la ecuacion es 2x*+4x’~3x-6=0 que es de tercer grado, con coeficientes
enteros. Buscamos una raiz aplicando Gauss.

Divisores del independiente 6 = {J_rl; 24 453 i6} (posibles numeradores)

Divisores del coeficiente de mayor grado 2 = { Tl ﬂ} (posibles denominadores)
Posibles ceros racionales = {il; 28 +E G i%; i%}
Vamos sustituyendo en el polinomio P(x) = 2x’ +4x” =3x -6 hasta hallar algin cero.

P =2+4.1°-31- =3 =0

P(=1)=2(-1)’ +4(=1)’ =3(-1)-6=—1=0

P(2)=22"+4.2°-3.2-6=20=0

P(=2)=2(-2)’ +4(-2)" =3(-2)=6=0: entonces (-2) es un cero y podemos dividir al
polinomio por (x+2) y el resto es cero, Lo hacemos empleando la regla de Ruffini. El

cociente que se obtiene es: 2x” 3. Igualando a cero este cociente resulta una ecuacion de
segundo grado que permite hallar otras dos raices de la ecuacién original.

2x°-3=0 = 2¥’=3 = x2:g F. Jc::i\/E

2 2
; \ N 3 3
El conjunto solucion de la ecuacion es: |S =4 —2; 5; E'E

¢) Resolver la ecuacién (x2 L 3x 4 2)(x +6)=0

Como se trata de un producto que da cero, alguno de los factores debe dar cero. Por lo
tanto la ecuacion se desdobla en

¥ =3x+2=0 v x+6=0
La primera es de segundo grado y sus soluciones son

o —b+~\b’ —4ac 313 -412 3+ .
2a 2.1 p
y la segunda es de primer grado con solucién x = -6
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El conjunto solucion es S = {2; I —6}‘

d) Hallar el conjunto solucion de: (2x~ 1)’ =(3x- 2)2 +x-1

Operamos algebraicamente llevando el polinomio al mas reducido posible. Desarrollamos
los cuadrados
4%° —4x+1=9x> —12x+4+x-1 = 4x* —4x+1=9x"-11x+3
Formamos cero en el segundo miembro
4x* —4x+1-9x* +11x-3=0 = -5x*+7x-2=0

Llegamos a una ecuacion de segundo grado

r_—bi\/b2—4ac 7+ J49-4(-5)(-2) -1+3 ol o2
) 2a 5 0 2
Sz{%; l}
5
Ejercicio N° 27
Resolver las siguientes ecuaciones enteras con una incognita
a) (x+1)2+3:x(3xf5)
b) (x—])(14x+]):(x2—l)+2(x3+5)
c) (x3 +3x? —4)()«:2 —9):()
Respuestas:
1 1
a) S=.4; —— by §=4¢2; ——; 5 c) S=1{l; 3; -3; -2 doble
! { 2} ) { 2 } Ct 7/

Ecuaciones fraccionarias

En este tipo de ecuaciones aparecen fracciones algebraicas, es decir que la incognita esta al
menos en un denominador. Para resolverlas se las transforma en ecuaciones enteras
equivalentes (exceptuando los valores que anulan los denominadores).

Esto se logra multiplicando los dos miembros de la ecuacion por un polinomio que sea
miiltiplo de todos los denominadores, es decir el minimo comin miltiplo de los
denominadores. Se lo obtiene factorizando los denominadores y luego tomando los
facctores comunes y no comunes con el exponente mds alfo.

Se debe tener en cuenta que los nimeros que anulan al polinomio por el cual
multiplicamos deben excluirse.
De esta forma los denominadores se simplifican y se llega a una ecuacion entera.
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El problema se reduce a uno ya visto.

Ejemplos:
a) Resolver = 1+x:2x+1
x+1
. 3x+1
Sumamos (—x)a ambos miembros quedando =X +1
X+
Multiplicamos ambos miembros por (x+1)#0 = x #—1 (queda excluido el valor (~1))
Ix+1 . ;
(x+1) x+] =(x+1)(x+1) y simplificando llegamos a
X+

x+l=(x+1)’ =23x+1=x*+2x+1=>
Sumamos —(3x+l) a ambos miembros para eliminarlo del primer miembro e igualar a

cero
0=x"+2x+1-Cx#l) = 0=x"+2x+1=3x-1 = x*-x=0

Factorizando x(x—1)=0 = x=0 v x=1. Entonces |S = {O; l}

b) Hallar las soluciones de la ecuacién fraccionaria
2x° =5x+1 LX#8 _Bx-7
x'—4 x+2 x-2
Factorizamos los denominadores:

x’—4=(x+2)(x-2) ; x+2 A x-2 sonde grado 1. No se factorizan.
El minimo comiin maltiplo es (x+2)(x ~2). Multiplicamos todos los términos de ambos

miembros por el mismo. Excluimos los valores 2 y (—2) que lo anulan.

8k 5%

(x+2)(x—2)———(x+2)(x_2)

x§3 ="
——=(25 2% -2
bd . 0% 2 - x—2

Simplificando en cada término resulta la ecuacion entera

+(x+2)(x—2)

2x° =Sx+1+(x-2)(x+3) =(x+2)(3x-7)
La reducimos a su minima expresion

2% —Sx+1+x° +3x—2x—6=3x"—Tx+6x - 14
3x° —4x-5=3x"-x-14 > 3" -4x-5-3x" #¥¥+14=0 = -3x+9=0
La ecuacion dada es equivalente a la ecuacion entera de grado uno
3x+9=0 = 9=3x = 3=x = §={3}
Ejercicio N° 28

Hallar los conjuntos solucion de las ecuaciones fraccionarias

57


Quo Vadis
Nuevo sello


a)l Z I

x+1 x-1 x*-1
1 3 17
—_———

x x+1 20
Respuestas:

1 B 2 3x
x+1 x-1 x*-1

2x-—3+3x~—5 3x+1

=3 x—3 T 5146

-

Economicas / _f

Lomas
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Sistemas de dos ecuaciones con dos incognitas

Una ecuacion con dos incégnitas es una igualdad con dos valores desconocidos que
comiunmente se representan con las letras x e y.

Una solucion de la misma es un par ordenado de nimeros reales. El primero se le asigna
ala x yel segundo ala y. Para que sea una ecuacion, cualquier par ordenado no debe
satisfacer la igualdad. De lo contrario se trataria de una identidad.

Las que tienen mayor aplicacion son las de grado uno, que se denominan ecuaciones
lineales.

Una ecuacion lineal con dos incognitas se puede escribir en general ax + by =¢ siendo
a, b, ¢ nimeros reales que se llaman coeficientes de las incognitas a los dos primeros,
y término independiente al tercero.

Una ecuacion de este tipo tiene infinitas soluciones, infinitos pares ordenados de reales
que verifican a la igualdad.

Una forma de obtener las soluciones es asignar un valor cualquiera a una de las
incdgnitas, reemplazarlo en [a ecuacion, y luego calcular el de la otra incognita por
despeje de la misma.

Ejemplo: sea la ecuacion 3x+5y=2. Queremos hallar tres soluciones de la misma.
Para ello le damos a la x tres valores diferentes, sustituimos y calculamos el
correspondiente de y .

Six=2 eslilfa 3728 58=—H = o+ =8 Sh=-4 = "V:_g

Si x=-2 obtenemos3.(72)+5y:2 = Py — WS = y=—§~

| —

Sixz% resulta3%+5y:2 = Ex§d =31 X34 W%

Tres soluciones de la ecuacion son (2; i] ] (—2; EJ : [l, iJ
5 . 3 5
Es féacil ver que la cantidad de soluciones es infinita.
Usando un par de ejes cartesianos ortogonales, cada par ordenado de niimeros reales se
representa por medio de un punto del plano. Las infinitas soluciones de la ecuacion

anterior representadas dan los puntos de una recta del plano.

El conjunto solucion de wuna ecuacion lineal con dos incognilas se representa
geométricamente por un recta del plano cartesiano.

Consideremos ahora otra ecuacion mds, que tenga las mismas incognitas (se representan
con las mismas letras), también lineal. Nos proponemos hallar pares de nimeros que
satisfagan a las dos ecuaciones simultaneamente. Esto constituye un sistema de dos
ecuaciones, con dos incognitas, de primer grado. Vulgarmente se denomina un sistema
lineal de orden 2x2 (el primer nimero indica la cantidad de ecuaciones y el segundo la
de incognitas). Un sistema asi se escribe en general

ax+by=c
a,x+by=c,
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. 3x+5y=2 . ) . y
Veamos un ejemplo: & . La primera es la ecuacion del ejemplo anterior de la
2x+3y=4
cual hallamos tres soluciones. Comprobemos si también son soluciones de la segunda.
Para ello sustituimos el primer niimero del par en lugar de x y el segundo en lugar de

y.
Resulta:
2: 4 22+3. B = 4—2 =§¢ 4 no verifica, no es solucion.
5 5 5 5
-2: 8 2.(—2)4»3.§ = —4+—2i _2 # 4 no verifica, no es solucion
5 & 5 5
l; l 2.1+3.l = z+E =E +# 4 no verifica, no es solucion
3 5 3 5 3 5 15

Se comprueba que las soluciones de una ecuacion generalmente no verifican la otra
ecuacion, no son soluciones de esta otra. Sin embargo existen pares ordenados de
nimeros que satisfacen a ambas ecuaciones. Se los llama soluciones del sistema lineal,
y el conjunto de todas las soluciones es el conjunto solucién del sistema lineal.

Este conjunto puede demostrarse que a veces es vacio, es decir que no hay ningun par
de numeros que verifique a las dos ecuaciones a la vez. Un sistema asi se llama
incompatible.

Geométricamente esto ocurre cuando los conjuntos solucion de ambas ecuaciones son
rectas paralelas.

Cuando el conjunto soluciéon no es vacio, es decir existe al menos una solucion, el
sistema es compatible.

Si la solucion es Gnica el conjunto solucién es unitario. Sistemas de este tipo se llaman
determinados.

Las rectas correspondientes a los conjuntos solucion de ambas ecuaciones se cortan en
un punto.

Por ultimo hay sistemas que tienen infinitas soluciones, infinitos pares de reales que
satisfacen a las dos ecuaciones. Son los sistemas indeterminados.

Las rectas correspondientes a los conmjuntos solucion de ambas ecuaciones se
superponen, son coincidentes..

Resumiendo:

Si existe solucion es compatible, pudiendo ser determinado si es tinica, o indeterminado
si son infinitas. Si no hay solucion es incompatible.

; Como hallamos las soluciones del sistema?
La idea es transformar el problema en otro que ya sepamos resolver. En este caso, a
partir del sistema, obtener una ecuacion con una incognita.
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Hay diferentes métodos para obtener esta ecuacion, los cuales tienen diferentes
nombres: de sustitucion, de igualacion, de sumas y restas o de Gauss, de determinantes.
Para obtener la ecuacién con una incognita debemos eliminar a una de ellas. Por tal
motivo a los diferentes métodos se los conoce como métodos de eliminacion.

Método de sustitucion

Consiste en despejar en una de las ecuaciones de primer grado a una de las incognitas.
Queda asi la incognita despejada en funcion de la otra. A continuacion, la expresion de
esta incognita se sustituye en la otra ecuacién, resultando una nueva con una sola
incégnita. En un sistema lineal la misma es de primer grado, pero en sistemas no
lineales puede ser de grado mayor. Esta se resuelve y se conoce asi uno de los nimeros
que forman parte de la solucién. Para conocer la otra componente del par, se sustituye el
niimero calculado en el despeje realizado y se opera.

Ejemplos:

Ix+y=3 : : : .
se trata de un sistema lineal con dos incognitas, o sea 2x2

a) Sea
2x:+ WSS

Vamos a despejar a una de las incognitas y esto podemos realizarlo de cuatro formas
distintas: “x” 0 "y” en la primera o en la segunda. Conviene despejar la incognita que
tenga coeficiente 1 o (—1) si lo hay. En este caso la “y” de la primera ecuacién. Para ello
sumamos (—3x) a ambos miembros dando

Sxny=Sl=s3=3—_3¢ (])
Sustituimos 3 -3x en lugar de “y” en la otra ecuacion, es decir en la segunda. De esta
forma obtenemos una ecuacion que contiene solamente a la incégnita “x” a la cual
resolvemos
2x+3(3-3x)=-5 = 2x+9-9x=-5 = -T7x+9=-5

sumamos (—9) a ambos miembros —-7x+9=-5 = -Tx=-14

multiplicamos por [—%) = x:(—l4)(—;l,-J=2 =0

El valor de la incdgnita “x™ lo remplazamos en (1)

s 3= 3TEE T IEETy — 3
El conjunto solucion del sistema tiene como elemento un par ordenado de nuimeros
reales, siendo la primera componente el valor de “x” y la segunda el de “y”,

indicandose (2;-3).
S={(2:-3)}

El sistema anteriormente resuelto es compatible y determinado.

Las soluciones obtenidas se pueden verificar reemplazando en las ecuaciones iniciales

los valores obtenidos de las incognitas debiendo resultar verdaderas las igualdades.
32+(-3)=3

22+3(=3)=-5
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—x+—y=-1
b) Consideremos el sistema lineal % 3

1
—x+2y=35
4
Podemos eliminar los denominadores de los coeficientes y de esta forma trabajar con

nimeros enteros. Para ello multiplicamos a cada ecuacién por un nimero que sea
multiplo de los denominadores. La primera por 6 y la segunda por 4.

3x+2y=-6
x+8y=20
Ahora despejamos la “x” de la segunda por ser mas simple

El sistema se transforma en el equivalente {

x+8y=20 = x=20-8y (1)
Lo sustituimos en la primera dando

3(20-8) +2y=—6 = 60-24yp+2y=—6 = 60-22y=-6

60-22y=—6 = —22y=—6-60 = —22y=—66 = y=_—g§*3 = =3

Vamos a (1) y sustituimos el valor de *y” obtenido
X=20-8y=20-83=—4 = x=-4 = [x=4

El sistema es determinado y el conjunto soluciénes S ={ (-4;3) }

Método de igualacion

Para eliminar a una de las incognitas procedemos de la siguiente forma. Despejamos la
misma incégnita en ambas ecuaciones. Luego igualamos los segundos miembros, ya
que los primeros son iguales por ser la misma incognita. Resulta asi una ecuacion con
una sola incognita, que resuelta da los valores de la misma. Para obtener los de la otra,
estos se reemplazan en uno de los despejes realizados.

Ejemplos:

3x-5y=-19
2 S =

Despejamos la misma incOgnita en las dos ecuaciones, por ejemplo la x en ambas
-19+5y

Resolver por igualacion el sistema: {

3x-5y=-19 = 3x=-19+5y = x=

2x+3y=57 = 2x=57-3y = x:ﬂaﬂ . Igualamos los segundos miembros

1935y 5=y
3 2

—38+10y =171-9y = 10y+9y=171+38 = 19y =209 :yu%%gzlla
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El valor obtenido de y lo reemplazamos en el primer despeje de x

x:—19+5y:—]9+5.ll :55—19:£:|2 - ™ S:{(IE;II)}

3 3 3 3

3x+4y=lx+ly+14
b) Resolver por igualacion 2 3
x+y y—x

3 7
Lo primero que hacemos es estandarizar a las dos ecuaciones. La primera la
multiplicamos por 10 para eliminar denominadores y luego juntamos en un miembro a
las incdgnitas

10(3x+4y)=10(%x+%y+l4] = 30x+40y =5x+2y+140 = 25x+38y =140

La segunda la multiplicamos por 21 y luego juntamos en un miembro a las incognitas

";'—yﬁ—;xm = 21.x;y=21.y;x = Tx+7y=3y-3r= 10x=-4y = 10x+4y=0
25x+38y =140

10x+4y=0

Aplicamos el método de igualacion despejando en las dos ecuaciones la y

El sistema en forma estandarizado es {

25x+38y =140 = 38y=140-25x = y:mi’%
10x+4y=0 = 4y=-10x= y—%~§x
Igualamos los despejes de y : % = —%x ; multiplicamos por 38

140 -25x

38 38:-§x.38 = BA0_ S _U8 1 i BIN(OE _OS R SER = TIy=H0 — x=-

Resulta . El valor de x lo sustituimos en el segundo despeje de y, con lo cual

5 S
y=—5x=—-2—.(’2)=5 — 1

El conjunto solucion es S ={(=225)

Meétodo de reduccion (o de Gauss)

En este método se elimina una de las incégnitas entre las dos ecuaciones por medio de
sumas y restas. Se suman miembro a miembro ambas ecuaciones con el objeto que una
de las incognitas se elimine. Esto es factible si los coeficientes de la incognita a eliminar
son iguales u opuestos. Si son iguales se restan las ecuaciones y si son opuestos se
suman.
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Los nimeros iguales como los opuestos tienen el mismo médulo. Quiere decir que si los
coeficientes de la incognita que se desea suprimir no son de igual médulo no se puede
aplicar el método. Para lograr que los modulos se igualen se multiplica a cada una de las
ecuaciones por un namero adecuado. Cada una de las ecuaciones se multiplica por el
coeficiente de la incdgnita considerada en la otra ecuacion. La primera por el coeficiente
de la segunda y la segunda por el coeficiente de la primera. En la practica pueden
utilizarse otros niimeros cuando esos coeficientes no son primos entre si (coprimos).

Ejemplos:

3x-5y=-19

a) Resolver por el método de reduccion el sistema
3x+3y=57

Observamos los madulos de una misma incognita. Vemos que los de x son iguales. Por
lo tanto restando miembro a miembro las dos ecuaciones la x desaparece

(3x—5y)-(3x+3y)=-19-57"= 3x-5y-3x 3p=-76 > —8y=-76 =
769
. -8 2

El valor obtenido lo sustituimos en la la primera ecuacion para calcular el de x

x-S 1) — 3x5.l—22:—19 = 3;’52419—%?2E =

W =

2
3 o . T 19 19
El sistema es compatible, determinado, con solucion tnica. Luego: |S = 5

0 [3x+8p=10

b) Resolver por reduccion
5x—4y=8

Observando los coeficientes de una misma incognita vemos que son de diferente
modulo. Debemos igualar el de alguna para eliminarla. Igualemos los de x. Los
coeficientes 3 y 5 son primos entre si. Luego multiplicamos la primera por 5
(coeficiente en la segunda), y la segunda por 3 (coeficiente en la primera). El sistema
equivalente al dado es

15x+40y =50
{ ' a . Ahora las restamos miembro a miembro quedando

15x—12y =24
(I5x+40y)7(15x—12y):50—24 = 52y=26 = y:i—gzé

Si hubiéramos querido eliminar la y hay que igualar los modulos de sus coeficientes: 8 y
4. Como no son primos (uno es miultiplo del otro) podemos dejar la primera igual y
multiplicar la segunda por 2, obteniendo
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3x+8y=10 . . . .
{ v sistema equivalente al dado. Sumando miembro a miembro se elimina y

10x-8y =16

quedando3x+10x=10+16 = 13x=26 = x=%=2. El sistema es compatible y

determinado con una solucion |S = {[2,%]}

Aclaracion
En el segundo paso del ejercicio anterior se podria multiplicar la primera por 4 y la
segunda por 8 (cruzado) y también se logra eliminar la y.

Sistemas de ecuaciones mixtos

Son sistemas (los que vemos) de dos ecuaciones con dos incognitas siendo de diferente
grado las ecuaciones. Vamos a considerar que una de ellas es lineal, en todos los casos,
y la otra de grado mayor al primero. Lo mas comtin es que sea 2 o 3.
Se resuelven por el método de sustitucion, despejando en la que es lineal una de las
incognitas. El valor despejado se sustituye en la de grado mayor resultando una
ecuacion con una incognita de grado igual a la original. Los pasos siguientes son
similares al método de sustitucion para sistemas lineales.
Ejemplo:

s i e |
a) Resolver el sistema mixto 1, 9

ikl =-x" -3+

2 2

Hay dos incégnitas, la primera ecuacion es de primer grado y la segunda de grado dos.
Despejamos en la primera la y resultando —2x+y=-1 = y=2x-1
Lo remplazamos en la segunda

(2x—])+i:lx3—3x+-9— =t ix2-—3x+2=2ﬁc = —!-x2—5x+2:0
2 % 2 9 2 2

Multiplicames por dos para obtener coeficientes enteros y resulta

C104410°-4.19 1048

x-10x+9=0 = «x ol =2 A& xP-1

el s
Reemplazamos en y = 2x—1 los valores hallados de la x para obtener los de y.
N =2x-1=29-1=17 =y, —1=21_4%1

El sistema tiene dos soluciones, cada una formada por un par ordenado.

SHCUEG)

2
) . ) =x"—4x+3
b) Resolver el sistema mixto de ecuaciones d
2x+3y=2
La primera ecuacion es de grado 2 y la segunda de grado 1. Para despejar facilmente se
lo puede hacer en la lineal (de grado 1), tanto x como y, 0 si no la y en la primera que no
aparece al cuadrado. Evidentemente en la primera ya tenemos despejada a la y, por lo

que nos ahorramos ese trabajo. Sustituyendo en la segunda el valor de “y” queda
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2x+3(x% —4x+3)=2 = 2x+3x7=12x+9=2 = 3x*—10x+7=0

que es de segundo grado. La resolvemos con la formula

_—b+B —dac  —(-10)F(-10)’-43.7 104 7

- = X == A X, =1

2a 2.3 6 "3

X

Sustituyendo en la primera los valores de x hallados obtenemos los de y

AN 49 28 8 ;
=[=| -4=43=——-——+3=— 3 =1"-4.1+3=1-4+3=0
% [3J 3 9 3 9 %

7 8
El conjunto solucion es: |S = {(5;_5}(1;0)}

Ejercicio N° 29

Resolver los sistemas de ecuaciones lineales ¢ mixtos verificando las soluciones
obtenidas

5
3x+4y=1 3x-2y=—4 — el =
{2 - y~—1 b {5 +§ =35 ) J 2
ey — 6x+2y =S5
1 y-1 I
i3y y-0 Ll LA e
d) {; \# J; ) {4 2 g B
YRR x-y=1 2x—y=2
Respuestas:

a) S
b) S={(2:5)}

o oefie)
o el
|
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Inecuaciones en R

Una inecuacion es una desigualdad en la cual intervienen uno o mds valores
desconocidos, representados por letras.

Nos limitamos a ver las de una indeterminada o variable.
Ejemplos:

2x+4
x?-6x-12
Una solucion de una inecuacion con una incognita en R es todo nimero real que
sustituido en lugar de esa incognita verifica la desigualdad.
El conjunto de todas las soluciones es el conjunto solucion.

5x2 +3 > 4x S5y+3x=>4 4x-16x’ <0

Veamos si (=3) es solucion de  5x+2<6. Al sustituirlo en lugar de x verifica la
desigualdad 5.(-3)+2=-15+2=-13<6 que es verdadero.

Propiedades de las desigualdades entre reales.

Para resolver las inecuaciones, o sea hallar su conjunto solucion, se utilizan las
propiedades de las desigualdades entre numeros reales. Estas son:

1-Si a ambos miembros de una desigualdad se les suma un mismo numero real, se
obtiene otra desigualdad del mismo sentido que la dada.

VxeR, VYyeR, VzeR si x<y =x+z<y+z
VxeR, VyeR, VzeR si x>y Dx+z>y+z

2-8i a ambos miembros de una desigualdad se los multiplica por un mismo niimero
real, diferente de cero, se obtiene una desigualdad del mismo sentido que la dada, si el
numero es positivo, y de sentido conirario, si ¢s negativo.

Ve R, Ve, YVeiei S e s Or st S Sz < V.2
VxeR, VyeR, VzeR ANz>0 si x>y =$xz2>yz
Vxe R, VyveR, VzeR, A z<0 si x<y =xz>)yz
VxeR, VYeR, VZER, A z<0 si x>y S¥xz<yz

La forma de proceder para resolver a las inccuaciones de primer grado es analoga a la
utilizada anteriormente en las ecuaciones. Hay que prestarle atencion a la eliminacion
de factores negativos pues en esos casos se multiplica por un nimero negativo y la
desigualdad cambia de sentido.

Veamos algunos ejemplos que aclaran la forma de resolucién de inecuaciones sencillas.

a) Hallar el conjunto solucién de 3x+6<0 en R.
Debemos eliminar al 3 y al 6 que acompaiian a la x, pudiendo empezar por cualquiera
de ellos. Para que 6 desaparezca del miembro de x sumamos el opuesto (—6) a ambos
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miembros, manteniendo el sentido de la desigualdad (propiedad 1) dando
3x+6+(—6)<0+(-6) => 3x<-6. Ahora climinamos ¢l 3 multiplicando ambos

miembros por 1/3, que al ser positivo no modifica el sentido de la desigualdad
1 1 s & o : G 5k g
5.3x < g(—ﬁ) — x<-2. Esta tltima inecuacion es equivalente a la inicial, teniendo

¢l mismo conjunto solucion, el cual se expresa como el intervalo

§= (—oo; —2]

b) Consideremos la inecuacion 4-3x=7+2x y determinemos que numeros
reales la satisfacen

Como la x estd en dos lugares, lo primero que hacemos es eliminar a uno de los
términos que la contienen. Por ejemplo 2x, para lo cual sumamos (-2x) y resulta:

4-3x+(28)=7+2x+(-2x) = 4-5x27
eliminamos 4 sumando (-4) a ambos miembros
4-5x+(4)=7+(-49) = -5x23

Nos resta suprimir el factor (—5) que multiplica a la x para lo cual multiplicamos los
dos miembros por (—1/5), que al ser negativo cambia el sentido de la desigualdad

jicuidadoj;
(Hesme{-Lp = =e-2
5 5 5

3
Luego el conjunto solucion es  |S = (moo; *5}

¢) Consideremos ahora la inecuacion doble 3<4-3x<8

Son dos desigualdades que pueden resolverse por separado y luego considerar las
soluciones comunes a ambas, es decir la interseccion de los dos conjuntos solucion.
Como la x esta solamente en el medio podemos operar con las dos simultidneamente de
esta forma: 3<4-3x<8
sumamos (—4) para eliminar el 4, entonces:

34(-4)<d4-3x+(-4H)<8+(4) = -1=-3x<4

y ahora para que desaparezca (—3) que es un factor, multiplicamos por (~1/3), que al ser
negativo hace cambiar el sentido de las desigualdades

[—%](—1) >[—%J(3x)2(—%]4 = %zxz —%

queda la x sola, despejada. Escribiendo las desigualdades de menor a mayor es:
4 1

——s XK=

3 3
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4 1
que corresponde a un intervalo cerrado | S = [—;,5}

Ejercicio N° 30

Calcular el conjunto solucion de las siguientes inecuaciones y expresarlo por medio de
operaciones entre intervalos

a) 5x+3<6 b) 4-5x<8
c) 3+2x<bx+7 d) 4-3x<-6
Respuestas:
a) S’f[—oo; 2} b) Sz(—i; +oo)
5 5
) S§=(-1; +) d) S(—IE; +00J
3

Ejemplo con dos desigualdades

Hallar el conjunto de reales que cumplen
3x-2<2x+3<5-4x
Se trata de dos desigualdades que resolvemos separadamente.

1°) 3x=2<2x+3, sumamos (—2x) queda, x—2<3, sumamos 2, x <5.Luego
5~ (3

2°) 2x+3<5-4x, sumamos (4x)queda, 6x+3<5, sumamos (-3), 6x<2, por

[l)da, g8 l Por lo tanto | S, f(—oo; l}
6 3 3

Como deben satisfacerse simultaineamente las dos condiciones, las dos desigualdades,
los nimeros deben estar en S, y §,, o sea en la interseccion. La solucion final es:

o i A

Ejercicio N° 31

Calcular el conjunto solucion de las siguientes inecuaciones y expresarlo por medio de
operaciones entre intervalos

a) —3R5 — g6 b) 2=>5+2x>-4
c) 2(3=2)< 5(4%=2) d) x<3x+2%6+x
e) 3—-2x<4+3x<3+2x
Respuesias:
a) S= —l;§ b)S:(—E; 2 ¢) S= 3;+oo
33 2° 2 3
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Modulo de un nitmero real. Inecuaciones con modulo

Hemos presentado el concepto de modulo de un real cuando presentamos a los nimeros
enteros. El modulo de un real se define teniendo en cuenta si el real es positivo, cero o
negativo.

Coloquialmenie podemos decir que el médulo de un niimero negativo es su opuesto, el
médulo de cero es cero, y el médulo de un niimero positivo es el mismo numero.

Esto se expresa simbolicamente de la siguiente forma:
x o 20
|xl =< 0 si x=0

(—x) si x<0

Por consiguiente el médulo de unreal nunca es negativo: |Vxe R |x]|=0

Propiedades del modulo

1) El médulo de una suma de reales es menor o igual que la suma de los modulos de los
sumandos

VxeR, VyeR, |x+y||x|+|y]

2) El médulo de una resta de reales es mayor o igual que el modulo de la diferencia
entre los modulos
VxeR, VyeR, [x—y| > “xl—ly"
3) El médulo de un producto de reales es igual al producto de los médulos de los
factores
VxeR, VyeR, |x.y| = |x||y|

4) El médulo de una division de reales es igual a la division de los médulos del
dividendo y del divisor, siempre que éste no sea cero.

VxeR, VyeR, |x:y|=|x:|y] si y#0
5)Si k204> \(|x|=k & x=tk)
6)Si k>0 = (jx<k & —k<x<k)
NSi k>0 = (i S x>k v x<-k))

Las tres ultimas se refieren a cuando el modulo de un nimero es igual, menor o mayor
que un real positivo.
e Para que sea igual, el nimero debe ser el positivo dado o su opuesto.
e Para que sea menor, ¢l real esta comprendido entre el dado y su opuesto.
e Para que sea mayor, debe ser mayor al dado o menor que el opuesto.
Ejemplos:
a) |x|:6 & =106

b) [x|<6 < —6<x<6
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d) |f>10 < (x<-10 v x>10)

Ecuaciones e inecuaciones con modulo

Las ecuaciones en las cuales la x aparece dentro de médulo se resuelven eliminando las
barras de modulo. Esto se hace en base a la propiedad

k20 = (d=k < x=tk)
Ljemplo

|x+3|=6 = x+3=16

Sumamos (-3) =x+3+(-3)=%6+(-3) = x=%6-3 = (x=3 v x=-9)

Luego la solucién de la ecuacion es . [S = {3; —9}

Las inecuaciones con modulo se transforman en inecuaciones sin modulo por medio de
las propiedades k>0 = (x|<k o —k<x<k)

k>0 = (’x|>k = (x>kv x<—k))
Ejemplos

a) |2x + 3] <6 = —6<2x+3<6, hemos aplicado la propiedad 6). Sumamos (-3) a

. . B 1 9 3
los tres miembros —9 < 2x <3 , multiplicamos por S entonces: - =y = 3"

O sea que los reales que satisfacen la desigualdad dada estan comprendidos entre [—%)

3. .
y o incluyendo los extremos. Se trata de un intervalo cerrado de reales

{3
22

b) [2x-3|>6

Aplicamos la propiedad 7) entonces, 2x-3>6 v 2x-3<-6, y de esta forma
desaparecieron las barras de modulo, tenemos inecuaciones sin_modulo. En las dos

inecuaciones sumamos 3 a cada miembro resultando2x>9 v 2x<-3. Se elimina el

. 1 . . .
factor 2 multiplicando por —que al ser positivo no modifica el sentido de las
. 9 3 . . . . 9
desigualdades. x > ) v ox< 5" LLa primera tiene por solucién el intervalo 5; +00

% 3 3 L {P )
y la segunda el intervalo | —oo; =5 .Como el conectivo légico entre ambos es el “o0”

incluyente, se trata de la union de ambos conjuntos, Por lo tanto el conjunto solucion es
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¢) 3<[3-2x|<9
Se trata de dos inecuaciones simultaneas en las que interviene modulo. Las separamos y
resolvemos cada una por su lado.

1°) 3<[3~2x|, por propiedad 7) tenemos: 3-2x>3 v 3-2x <-3, sumamos (-3)

- 1 ; s
-2x>0 v -2x<-6, multiplicamos por (—E)que al ser negativo cambia los

sentidos de las desigualdades: x <0 v x>3.Llegamosala §, = (—00; 0) u(3; +oo)

2°) [3—2x] <9, aplicamos la propiedad 6) con lo cual: =9 <3-2x <9, sumamos (-3)
~12 < -2x < 6, multiplicamos por (w-;-) que al scr negativo cambia los sentidos de las

desigualdades: 6>x>-3 < -3<x<6. La solucién es el intervalo abierto entre
(-3).¥'6. 5,=(-3; 6). La solucién finales la interseccion de las dos soluciones

halladas, una para cada inecuacion
§=8,18, = (01 0)L(35 +00) | (=35 6) =(-3: 0)(3: 6)

S=(=3.0)u(3; 6)

Ejercicio N° 32:

Hallar los conjuntos solucion de las siguientes ecuaciones € inecuaciones con modulo

a) |x-2|=5 b) [4x-12|=0 c) |1-2x|=4 d) |x-2|=2x

e) [Bx+2|<5 ) |x+5]>1 g) [2-3x|>2 h) 2<|x-2|<5

Soluciones:

a) x=7 v x=-3 Byt =3 c)xm—% v x:—s—
2 74

d) 5 €) [-E; I} f) (—oo; 43)\)(—4; +oo)

g)) (—oo; O]uE; +oo) hy [-3 0]u[4 7]
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APENDICE 1

Conceptos basicos de logica
Proposicion

Es un conjunto de palabras que tiene sentido comunicacional, del cual se puede afirmar
que tiene un valor de verdad (conocido o desconocido). Dicho valor es uno y solo uno
de dos posibles: verdadero o falso.
La determinacion del valor de verdad corresponde al campo de la ciencia o disciplina a
la cual compete lo comunicado en la oracion.
Ejemplos:

a) Dorrego fue gobernador de la provincia de Buenos Aires.

b) Los niimeros naturales se emplean para contar los elementos de conjuntos

finitos o infinitos numerables.

¢) El Amazonas es el riomas largo del mundo.

d) El simbolo matemadtico 3 significa pertenece.

e) La educacion es un derecho humano.

f) Existe vida afuera de la Tierra.
Las oraciones interrogativas, exclamativas e imperativas no son proposiciones, pues no
tiene sentido hablar de valor de verdad de las mismas. Una pregunta, una orden o una
exclamacion, no son ni verdaderas ni falsas.
Ejemplos:

a) /Qué dia es hoy?

b) jQué belleza!

¢) Realice el trabajo que le asigné.
Para referirnos a proposiciones en general se utilizan letras como p, q, r, s, etc.

Conectivos logicos:

Las proposiciones anteriores son ejemplos de las llamadas proposiciones simples. Con
las mismas se forman otras que se denominan propesiciones compuestas. Estas se
obtienen con dos o mas proposiciones simples, que se vinculan por medio de conectivos
l6gicos. Entre los mismos estan: comjuncion, disyuncion, implicacion, equivalencia y
negacion. La forma de definirlos es dando ¢l valor de verdad de la proposicion
compuesta, conociendo los de las proposiciones simples que la forman. Esto se hace por
medio de las llamadas rablas de verdad, que pasamos a detallar.

a) Conjuncion logica o producto légico

Este conectivo se expresa por la conjuncién “y”. Se enuncia una proposicién a
continuacion de la otra, separadas por la conjuncién “y™. El simbolo que la representa
es A. La expresion pa q se lee: “p y q7, siendo la tabla de verdad que la define la

siguiente

pPArq

T <<=
T << || < e

||| <>
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Para que la conjuncién pn q sea verdadera, ambas proposiciones p, q deben ser
verdaderas. En todo otro caso es falso.

b) Disyuncion légica o suma logica

En este caso el conectivo que vincula ambas proposiciones se expresa “o”. Hay dos
tipos de disyunciones: la excluyente y la incluyente.

En el primer caso la proposicion compuesta es verdadera si una o més proposiciones
simples son verdaderas. En el segundo caso la proposicion compuesta es verdadera si
solamente una de las simples es verdadera. Los simbolos asignados a cada tipo de *0”
son:

1)

“0” incluyente : v 0” excluyente: v

Las tablas de verdad respectivas son

| | < <
| < || <
m << <<

T T < | <=
| < || < =
=]
[<
"1'1<<'11n|=

En Matematica se usa el “0” incluyente.
¢) Implicacion o condicional
La forma de vincular dos proposiciones por medio del condicional es la siguiente:

“si.....emtonces.......", siendo ocupados los puntos suspensivos por las proposiciones
simples. La primera se llama antecedente y la segunda consecuente.

El valor de verdad del condicional es verdadero en todos los casos, menos uno. Este
ultimo corresponde a antecedente verdadero y consecuente falso.

[a tabla definitoria del condicional es:

P qQ | p=>gq
Vv v Vv
v F F
F v v
F F v
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d) Doble implicacion o equivalencia

Dos proposiciones son equivalentes cuando cada una implica a la otra: “si p entonces
q” v alavez “si q entonces p”.

Para que dos proposiciones sean equivalentes las mismas deben tener el mismo valor
de verdad, o sea, ambas verdaderas o ambas falsas.

La tabla que define esta operacion logica es:

P q P<=q
\ \4 \%
\ F F
F \ F
F F V

Cuando p y q son equivalentes también se expresa en la forma “p si y solo si q”.
e) Negacion

Consiste en anteponer a la proposicion dada la palabra “ne”, que se simboliza con “—*
o también ” ~”. La tabla de verdad es

T <re

i
3
Vv

Funcion proposicional

Es una_expresion formada por palabras e indeterminadas, que cuando se sustituyen
estas wltimas por nombres se obtienen proposiciones.

Las indeterminadas se representan con letras como x, y, z, etc. Ejemplos:

“ x es un animal vertebrado™; “x es hermano de y” ; “z estdentre x e y”

La primera es una funcion proposicional en una indeterminada (o variable); la segunda
es de dos indeterminadas y la tercera de tres variables. Las podemos llamar F(x), G(x:y)

y H(x:y;z)

F(x) = x es un animal vertebrado™;
G(x;y) = “x es hermano de y™*;
H(x;y;z)= “zestaentre x e y”
Sustituyendo las variables por nombres adecuados se obtienen proposiciones.

F(tigre) = “el tigre es un animal vertebrado”; proposicion verdadera

F(2) = “2 es un animal vertebrado™; proposicion falsa

F(ameba) = “la ameba es un animal vertebrado”; proposicion falsa

G(Mercedes Sosa; Atahualpa Yupanqui) =“Mercedes Sosa es hermana de Yupanqui ”;
proposicion falsa

H(2:1;3)=* 2 estd entre 1 y 3” proposicion verdadera.
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Cuantificadores

Son expresiones que aluden a la cantidad de nombres que convierten a la funcion
proposicional en una proposicion verdadera.

Un cuantificador es el existencial y expresa que al menos hay un nombre que genera, al
ser sustituido en lugar de la variable a la cual alcanza, una proposicion verdadera.

Se lo expresa diciendo: “existe al menos uno” y se lo simboliza 3.

Aplicado a una funcién proposicional F(x) de una variable se escribe: 3x : F(x) que se
lee existe al menos un x tal que verifica F(x)” o mas abreviadamente “existe x tal que
F(x)”.

“existe un animal tal que es vertebrado™, en simbolos se escribe: I x : F(x)

“existe un nimero natural tal que sumado a 5 da 8”, en simbolos: 3 x natural : x+5=8
La negacién de este cuantificador se expresa “no existe” y se simboliza con el mismo
simbolo anterior pero cruzado con una barra.

El otro cuantificador es el universal , y se expresa “cualquiera sea” el elemento que
tomemos dentro del conjunto o clase con que operamos: “cualquicra sea el pais” ,
“cualquiera sea el namero natural”, “cualquiera sea el ser humano”. Se lo simboliza

Vx, lo cual se lee “para todo x” (se sobrentiende la clase a la cual pertenece x).

“todo animal es vertebrado”  Vxanimal: F(x)
“todo numero real sumado con cero da el mismo nimero” Vxreal: x+0=0+x = x

La negacion de una proposicion con un cuantificador equivale a cambiar un
cuantificador por el otro (el existencial por el universal y viceversa) y luego negar la
funcién proposicional a la que se aplica el primero, es decir:

—dx: F(x) & Vx: —F(x)

& x : Fifc) &P d: —Eix)
Ejemplos:
a) “Todo cordobés es argentino” es una proposicion cuya negacién se puede redactar
diciendo “Existe un cordobés que no es argentino”. En simbolos:

Llamamos, F(x) = x es argentino. Es una funcion proposicional, con lo cual se escribe

“Todo cordobés es argentino” = Vxcordobés : F(x) . y lanegacion
“Existe un cordobés que no es argentino” = —Vxcordobés:F(x) <> 3x cordobés : —F(x)

b) “Existe un nimero natural que sumado con 5 da por resultado 27" es una proposicion
en la cual interviene el cuantificador existencial. En lenguaje coloquial la negacion es:
“No existe un niimero natural que sumado con 5 da por resultado 277,
Utilizando lenguaje simbolico tomemos la funcién proposicional G(x) =(x+5=27).
La negacion es —G(x) =(x+5# 27).
Entonces las proposiciones se escriben
p=3xe N tal que G(x), donde N indica al conjunto de los naturales.
-p=—(3xe N tal que G(x))=Vxe N: -G(x)=VxeN: x+5+27
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APENDICE I1
Conjuntos. Conceptos basicos

Acerca de lo que es un conjunto en Matematica daremos una idea intuitiva y no una
definicion rigurosa.

Llamamos conjunto a una coleccion de objetos, a una pluralidad de entes.

Esos objetos pueden ser concretos o abstractos, de la misma naturaleza o no. Lo que
tienen en comun es que se agrupan formando un nuevo ente u objeto al cual llamamos

conjunto.

Para designar a los conjuntos se utilizan letras mayisculas de imprenta como A, B, C,
N, Q. R, etc.

Los objetos que forman el conjunto se llaman sus elementos. Si un objeto forma parte
de un conjunto, es un elemento del conjunto, decimos que el mismo pertenece al
conjunto. El simbolo € se lee pertenece y &. que es la negacion, significa no pertenece.

Ejemplos: ae Q .significa que a es un elemento del conjunto O, que a pertenece al
conjunto Q. En cambio x ¢ R expresa que el elemento x no pertenece al conjunto R .

Definicion de un conjunto
Para definir un conjunto existen dos formas. Una se llama por extension y otra por

COMprension.

Un conjunto se define por extemsion nombrando a cada uno de sus elementos,
separados por comas (cuando puede haber confusion se usa punto y coma), y
encerrados entre llaves.

Esta forma de definir un conjunto es aplicable a conjuntos finitos, con pocos elementos.
Ejemplos:

A= { Misiones, Corrientes, Entre Rios}

B={1,2,3.4,6,12}

P ={a,3,e,6,i,9,0,12,u}

Podemos escribir:

Santa Fe e A Misiones € A 3g A Salta ¢ A ag A
6¢B OgB {3}eB 2¢B {1.3}¢ B
acP {a}eP {3,6,9}<£P ueP ieP

Para definir un conjunto por comprension, hay que dar una ley o propiedad que
solamente la cumplan los elementos del conjunto.

Por lo tanto van a pertenecer al conjunto los entes que verifican esa propiedad. La
propiedad se expresa por medio de una funcion proposicional P(x). En general un
conjunto definido por comprension se escribe:
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A:{x tal que P(x)} :{x : P(x)}
Los conjuntos infinitos solamente se pueden definir correctamente por comprension.
Los ejemplos anteriores se pueden definir por comprension de la forma siguiente:

A= {x . x es provincia de la Mesopotamia}

B= {x es natural : x es divisor de i2} = {x eN :12= ;c}

Pz{x D xes voca[v(xzé Ax£l2}
Conjunto vacio

Es el conjunto que no tiene ningan elemento. Se lo simboliza & . Se lo puede definir
por medio de una propiedad que no la verifique ningtin objeto. Podemos poner:

@:{ }:{x ; x¢x}

= {x . x es rio brasilefio que desemboca en el Mediterraneo}

Inclusion de conjuntos

Un conjunto se dice que estd incluido en otro (o que es parte de olro) cuando todo
elemento del primero es también elemento del segundo.

En simbolos:
Ac B (Vxe A= xe bB)

El simbolo — se llama de inclusion. Todo conjunto esta incluido en si mismo. El vacio
esta incluido en todo conjunto.

VA Ac A ;0 VA g4
Igualdad de conjuntos

Dos conjuntos son iguales cuando estan formados por los mismos elementos.

Es decir que cada uno esta incluido en el otro.
A=B & (AcBABc A)
Operaciones con conjuntos

a) Union

Se llama unién de dos conjuntos al eonjunto formade por todos los elementos que
pertenecen a uno u olro COnjunto.

Para que un elemento esté en la union debe pertenecer a uno de los dos conjunto o a
ambos (prestar atencion que se utiliza el “o” incluyente).
En simbolos:

AuBz{x cxed v xeB}

Si un conjunto estéd incluido en el otro, la unién da por resultado el que contiene
AcB & AUB=B
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b) Interseccion

Se llama interseccion de dos conjuntos al conjunto formado por los elementos comunes
a los dos conjuntos, es decir a los que pertenecen a ambos a la vez.

En simbolos:
Ar\B:{x i xeAd A x€ B}
Cuando no hay elementos comunes a ambos conjuntos, la interseccion da el conjunto
vacio, y se dice que los conjuntos son disjuntos.
A disjunto B & AnB=Q
Si un conjunto esta incluido en el otro, la interseccion da por resultado el contenido
AcB © AnB=4

¢) Diferencia

La diferencia entre el conjunio A'y el B es el conjunto formado por los elementos que
pertenecen al Ay no al B.

En simbolos:
A—B:{x T Aerd A erB}

Si A esta incluido en B la diferencia da el vacio
Ac Bl A-B=0
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Ejercitacion de repaso

Conjuntos numéricos e intervalos

1) De los siguientes numeros decir cuales son racionales
3

{~3; > \Js; 6; 7; 3,85; iﬁ}

¢) todos

d) 6; %; 3,85 -3

Una de estas respuestas es la correcta
3
b) -3; 6; > ¢) todos menos &

a) —
2
2) Dar el valor de verdad de las proposiciones:
a) El producto de dos nimeros reales es cero si al menos uno de ellos es cero.

b) El producto de dos niimeros impares es impar.
¢) La diferencia de dos niimeros naturales es siempre un nimero natural.

d) El producto de dos ntimeros irracionales es siempre irracional.

e) La multiplicacion de reales tiene las propiedades conmutativa y asociativa.

3) Decir cuales de las siguientes igualdades son verdaderas:
by -3 =81 o) Yy =4rify

a) (x+y)3 =x +y
B
d) (¥) =" d) (a+b)’ =0
4) Los siguientes cinco ejercicios de operaciones con reales tienen por resultados, en el

orden dado, los nimeros que se dan mas abajo.
i) —2+i i) (l—g] "
4 2 5 3
E—Zl ! | 3
i iv) [(1+2° +3} =
& (5]" )[( ) [ 11]
7+ ——
2R3
1
V) 3‘—2«1»2" ’I——3-+2_'*’»\/§
8 4
Una de estas respuestas es la correcta
5 4 1 3 <) o SR | 3 5
)~y —op 5 —mg b) ~>: —5 —3 —; -2
4 9 11 18 ™11 11”2
2 35 3 2 4 15 1 3 .
y 11 308
47157117 1178
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5) Las operaciones con los intervalos que se dan a continuacion tiene por resultado:

i) (-2;0)N(~1:1)
Respuestas: a) (-2;1) b) (0:1) c) (-2:-1) d) (-1:0)  €)(0:-1)
ii)

iii)

P

Respues

5) i) La correctaes la d)

ii) La correcta eslac)

iii) La correcta es la d)
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Polinomios y factorizacion

Cada una de las siguientes proposiciones tiene varias respuestas; luego de analizarlas
sefialar la opcidn correcta

1) Un monomio es una expresion algebraica en la cual las operaciones que vinculan a
las variables son

a) suma b) resta ¢ ) multiplicacion d) ninguna de las anteriores

2) De las siguientes expresiones cuales son monomios

I 1 5

i) 32x’y i) _wc:’y_g iii) f? iv) Jc:mZi:‘éy3
N4

a)ii) y iii) b)i) y iv) ¢) ninguno d) todos

3) El grado del monomio x°5” »* es:
a) 5 b) 10 c)8 d) 15
4) De las siguientes expresiones cuales son monomios semejantes
) %xﬁ y ii) 2’y iii) yV/7x° iv) 2°
a)i)y ii) b) ii) y iii) ¢) i)y iii) d) todos

5) De las expresiones siguientes cuales son polinomios

)RS e o Tl i) ot o L) el
v x
a) i) y iii) b) ii) y iv) ¢) ninguno d) ii) y iii)

6) El grado del polinomio P(x:y)=3"'x"y' +2x* +5'7e = es:
a)5 b) 11 c)7 d) 16
7) De las siguientes expresiones cual es un polinomio homogéneo de grado 5
D) Sx%y —x'yr+5 i) Xy +x'y i) 3x'y +xy’ iv) 2x’y’ —%xzy3
a) i) b) ii) c) iii) d) iv)

8) El grado del resto de la division de dos polinomios, comparado con el grado del
divisor, es:

a) mayor b)menor c) igual
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9) Como es la proposicion:”Toda divisiéon puede expresarse como la suma del cociente
mas la fraccion entre el resto y el divisor™

a) Verdadero b) Falso
10) Cual opcién hace verdadero el enunciado: “Si en una divisién de polinomios se
llega a un resto parcial de grado
a) menor b) menor o igual

al del divisor, se detiene el proceso de division™

11) Al dividir dos polinomios de una variable, siempre es necesario ordenar los
monomios en orden creciente de sus grados.

a) Verdadero b) Falso

12) En cuales de las siguientes divisiones es aplicable la regla de Ruffini

i) (5x3+x2—2x+3):(x2+1) i) (x5+3x47x):(x +3)
iii) (Jc2 +1) (-2+x) iv) (x4 =2x +6x° + l):(x3 —2x)
a) 1) i) b) i) v i) ¢) sblo ii) &) My i)

13) Los siguientes ejercicios de operaciones con polinomios tienen por resultado las
expresiones que se dan mas abajo, en el orden dado. Senalar la opcién correcta:

i) 1,75y°x* —2,25x"y" +x*y’ =

i) ~2x* +5x° K -y
3 3 5

iii) (4,5x5—3x2+2x—5)— 3x+lx5—4x2+§ =
3 S

ol )
7 3

v) (—%x" +%Jc3 —x+2)(—2x+3) .

vi) (3,5x5 —4x° +2x—5)(%x3+%x2 _;_x__g):

Opciones de respuestas:

Ak P T, U5,Q b)T,S,R,P,Q, U
e) S R T O, P dR,P.ST,UQ
Siendo:
Pz—iqxf’v7 Q:3x5—ﬂx4+§x3+2x2m7x+6
21 - 14
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R=2 2+ix7~2—§ Hrrts A i e

0 3 3 5 3

U=1x8+35 7+§x6 ﬁx5 3" i 3—2 Sl 2]
2 4 2

T =0,5x"y"
14) Los siguientes ejercicios de operaciones con polinomios tienen por resultados los

cocientes dados por las expresiones que se dan mas abajo, en el orden dado. Seleccionar
la respuesta correcta.

i) (8+x"):(x-2)=

ii) (12x" +6x° ~39x-6):(4x’=6x-1)=

iif) (9x° —23x +31x* <24x+ 79°) : (x* = 3x) =
iv) (3x° - 5x” +3x—2):(x-1)=

1
v) (2x* +17¢ 68x—36):(x+-)=
2
vi) (—1+x"): (- 1+x) =
Opciones de respuestas
a)R,S,T,U,P,Q bS TR QPU ¢)SSRQTPU dUSRQTP
Siendo: P =2x"+16x" —8x 64 0=9x +58x" +181x+520
R=3x+6 S = g 281 4 T =3x"—2x+1

Fr=xt+x° + x¥x’ + X x4

15) La factorizacion de los siguientes polinomios se encuentra mds abajo, en el orden
dado. Seleccionar la opcion correcta.

i) P(x):2x3 —8x* +2x+12
ii) P(x) = x* —4x’ ~21x" + 64x+80
iti) P(x;y)=2x"+55"y* +2x°y +5)°

iv) P(x;y)=4x"—20xy +25)°
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v) P(x)=9x*-81
vi) P(x)=x"-2x"+x°

Opciones de respuestas

a)P,Q,R,S,U.T bT,QPSUR ¢)URSPTQ dSRTPQU

Siendo: P =(2x-5y) Q=x*(x-1)(x+2)
R=(x-5)(x+l)(x+4)(x—4) S=(2x3+5y2)(x3+y)
T=9(x+3)(x-3) U=2(x-2)(x+1)(x-3)

-—
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Fracciones algebraicas y ecuaciones con una incognita

Fracciones algebraicas

1) Al simplificar la fraccion algebraica se obtiene una de las opciones indicadas

.~ Ax P +16x+16
i) ————
2x" -8
2
2 2(x+2) b) 2(x-2) 0 4(x+2)
x—2 x+2 x—2
i) 3x? - 3x
2%’ —2x°
-3 3 2
a)— b) — c) —
)2x ) % ) 3x

2) Las operaciones de suma y resta de fracciones algebraicas que siguen tienen por

resultado uno de los seiialados ;Cudl es?

! 8 x+4
B 4
x° -4 x+2
> X X
a b G
) x+2 ) x=2 ) x-2
JE RL
3x-9 x"-9
% x—6 b) x+6 o x+6
3x+9 3x+9 3x-9
k 10 1
ii1) - -
x—5 x —-25 x+5
) by —— & ——
x=5 x=3 x+5
3) Resolver simplificando previamente, de ser posible
i 2x—3 x* =25
x+5 6x-9
x-5 x+5 x-=5
a b) — c) —
) 3 ) 3 ) -3

x2+x—6_x2+5x+6
-1 xF4x-2
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ii)

d)

d) 4x(x+4)
x+2
.

2(x=1)

x*+3x+18
3x*-27

x+20
¥ ~25

=25

d)
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x+2 b) x=2 x—2 x+2

x+1 x—1 x+1 x—1
Wy R 6
ii1) R
2x—4 x"+4x+4
-3 3 -3 3
a b C d
)x—2 )x+2 )x+2 )2—x

4) Operando con las fracciones algebraicas siguientes se llega a uno de los resultados
que se indican en cada caso

( 1 1 ] I
i) + S
x-2 x+2) x -4

a) 2 b) —2x ¢} 2% d) x+4
2 ang,
i) (Y- W =¥
4 x Jlx -4
x'+4 x*+4 xE4 (x*—4)(x-1)
a) — b)==g- 9 15 dR=—
x 4x 57 x“+4

Ecuaciones polinomicas

5) El conjunto solucion de cada una de las ecuaciones siguientes es alguna de las
opciones dadas en cada caso

i) 4(5x-3)=2(3x+1)

4 14

el 2X+6 2x+3
i) =
2 8

SN e A

iii) x(x-5)-2x=—6

a) S={-1} b) §={-1; -6} g §=41 d) s={1 6}

iv)2x(4x-3)=x(x-1)
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5 7. o] 7, 13,
a)s_{? 0} b)S_{S’O} c)b_{ 5,0} d) s { 7,0}

Ecuaciones fraccionarias

6) El conjunto soluciéon de cada una de las ecuaciones siguientes es alguna de las
opciones dadas en cada caso

A
x+3 5
I 7 1 7
MS—{—;} b)S‘%T} c)s{?} (ns_{mﬁ}
i 2l S
2 vl

a) S§={1; -8} by S={~: -8}  © :;*:{—]; 8 d) § ={=1;-1}

iii) R = 2
2x+6 x+3
2 [T . 1 \
3)52{7} b)b‘{z} °)S*{ 2} e { 7}
i 4 2 1

RESPUESTAS

1) i) a ii) b

2) i) ¢ i) b iii) a

3) i) a i) ¢ iii) ¢

4) i) ¢ ii) a

5) i) ¢ ii) a iii) d iv) a
6) i) a i) b iii) ¢ iv) ¢
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Sistemas de ecuaciones

Sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas

1) El conjunto solucion de los siguientes sistemas de ecuaciones lineales con dos
incognitas es alguno de los sefialados entre las opciones. Indicar cual es la correcta.

w [2X+3p=5
i
4x+5y=9

a) S ={(1;-1)} b) S ={(-11)} o) s={(1; 1)} ds={(1; 2)}

| Ax+Ty=—15
! {3x—2y8
a) S ={(2:-1)} b) S={(=k-2)} O S={(-Z-1)} d) S={(-1;2)}

—Sway= 1
iii
)1 2*3

4
0 s-{(23)]  bs={@) o s={22)  os={2)

Sistemas de ecuaciones mixtos con dos incognitas

2) El conjunto solucion de los siguientes sistemas de ecuaciones mixtos con dos
incognitas es alguno de los sefialados entre las opciones. Indicar cual es la correcta.

RIE ¥
D {4}» =X
a) §={(28)} b) §={(-22)} ) 8 ={(8:8)} d) $={(8:2)}

2 -
By {y—x e LS S

2y+10=2x
a) S ={(0;-3)3(~5:-8)} b) § = {(-5:-3);(0:8)}
&) § = {(0:-5)3(~3:=8)) d) §'={(0:5):(<3:-8)}
- [P ry=4
8) § ={(2:0);(~2:-0)} b) 8 ={(2:1);(-21)}
o) §={(-2:0)) d) 5 ={(2:-2);(0:0)}
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. {2):2 +y=4
iv)

x*-y=8
a) §={(2:4);(-2-4)} b) S ={(2-4);(-2-4)}
c) §={(-2:4):(2-4)} d) S ={(2:4):(2:-4)}
y=—x"+6
K {y;x2 =6

a) § ={(6:0)} b) § ={(-6:0)} c) S ={(0;-6)} d) s ={(0:6)}

' ly=t+6=1
vi) ,
—y+x =2

a) S ={(=1)} b) § =2 o) S ={(1;1)} d) $={(1;2)}

RESPUESTAS
1) i) e i) a iii) b
2) i)d i) ¢ iii) a iv) b
v)d vi) b vii) a
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Inecuaciones y modulo

1) El conjunto solucién de cada una de las inecuaciones de grado uno es alguno de las
opciones dadas en cada caso. Sefialar la que corresponde.

i) 3(x+2) <22

mn 1=3xp 2-4xy 6—x
iii) - <
3 5 2

a) S:(—oo; 2%] b) S{gz; +ooJ c) S:[-——oo; ~?£] d) Sz(—oo; g)
9 9 9 9
iv) 5(3+5x)—x<2[]—%x]+5(2+5x)

B} it - = Lok _, LI
a)S—( ’16] b) S=2 c)S( y 16J d) § [16’+]

2) En las expresiones siguientes que contienen méduloe indicar, entre las opciones dadas
cual corresponde al conjunto de reales que las satisfacen.

i) [5—4x|=25
a) §={5} b) S:{—S- 1—5—} <) S:{w& —E} d) S:{—25' 25}
L 2 2 2 b ;
i) [3x+2|=2x-4

a)S:{ﬁ; %} b) S ={-6} c)S:{—(); %} d) §=0
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iii) Bx+12|=4

a) S=(—oo; —l:] b) Sr-[—co_; —E]U[—E' +oo)

3 3’
o 16N 8 (oo 16 16,
°)S’[_°°’ 3)U[ 3’”’) D5 ( ’ 3}U[3’+°°J

Economicas
Lomas
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